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Kurzfassung
Die spektrale induzierte Polarisation (SIP) ist ein geoelektrisches Verfahren, bei
dem die komplexe, frequenzabhängige Impedanz des Untergrunds gemessen wird.
Im Vergleich zur Gleichstrom-Geoelektrik werden bei der SIP zusätzliche Parameter
gemessen, die Hinweise auf hydraulische Parameter des Materials liefern können.
Dies geschieht in der Regel mittels empirischer Gleichungen. Um eine hohe Allge-
meingültigkeit zu erzielen, ist es notwendig, theoretische Modelle der SIP auf mi-
kroskopischer Skala des Porenraumes zu entwickeln.
In dieser Arbeit wird ein existierendes, semi-analytisches Membranpolarisations-
Modell auf 2D und 3D Impedanz-Netzwerke erweitert, welche numerisch gelöst wer-
den und eine Gesamt-SIP-Antwort zu erhalten. Das Originalmodell verwendet zwei,
mit einem elektrolytischen Fluid gefüllte Zylinder unterschiedlicher Größe, um einen
Membranpolarisations-Effekt an deren Übergang zu simulieren. Das Modell ist be-
reits in der Lage, Grundeigenschaften von SIP-Spektren aus Labormessungen zu
reproduzieren. Um eine realistischere Abbildung von porösen Materialien, wie zum
Beispiel Sandsteinen, zu erreichen, werden unterschiedliche Zylinderkombinationen
des Originalmodells zu einem Netzwerk vereinigt. Im Vorfeld der Netzwerkerweite-
rung wird das Originalmodell in mehreren Punkten überarbeitet, um mehrwertige
und asymmetrische Elektrolyte sowie konzentrationsabhängige Ionenmobilitäten zu
unterstützen. Anschließend wird das Originalmodell einer Sensitivitätsanalyse un-
terzogen, um es auf äquivalente Parameter hin zu untersuchen.
Die konstruierten Netzwerke werden mit realen Sandsteinen verglichen, für die
sowohl die geoelektrischen als auch die petrophysikalischen Eigenschaften gemes-
sen wurden. Die geometrischen Parameter des Netzwerkes (wie die Radien, Längen
und ihre Häufigkeitsverteilungen) werden so gewählt, dass sie gemessene makro-
skopische Parameter, wie spezifische innere Oberfläche und Porosität wiedergeben.
Hierzu werden mittels Quecksilberporosimetrie gemessene Radienverteilungen auf
drei unterschiedliche Weisen interpretiert, die zunächst eine qualitative und dann
eine quantitative Anpassung der simulierten SIP-Spektren an die gemessenen er-
möglichen.
Die Simulationsergebnisse zeigen, dass das entwickelte Netzwerkmodell grund-
sätzlich in der Lage ist, gemessene SIP-Daten mit den hydraulischen Eigenschaften
des untersuchten Materials in Verbindung zu bringen und zum Verständnis des Po-
larisationseffektes auf mikroskopischer Skala beizutragen.
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1. Einleitung
Bei der Untersuchung der Untergrundbeschaffenheit, u.a. bei der Suche nach Grund-
wasser und Kohlenwasserstoffen oder bei der Exploration von Untergrundlagerstät-
ten, ist die Bestimmung von hydraulischen Parametern mittels geophysikalischer
Methoden von fundamentaler Bedeutung. Einer der wichtigsten hydraulischen Pa-
rameter ist die hydraulische Leitfähigkeit. Zum Stand dieser Arbeit gibt es keine
Möglichkeit, die hydraulische Leitfähigkeit direkt aus geoelektrischen Parametern
abzuleiten. Die Abschätzung der hydraulischen Leitfähigkeit erfolgt in der Literatur
grundsätzlich über andere petrophysikalische Parameter, wie die Porosität oder die
spezifische innere Oberfläche des Untergrundmaterials, die meist über empirische
Zusammenhänge mit der elektrischen Leitfähigkeit bestimmt werden (Slater, 2007).
Die im Allgemeinen komplexe elektrische Leitfähigkeit des Untergrunds kann mit-
tels geoelektrischer Methoden ermittelt werden, die sich in drei aufeinander auf-
bauende Methoden unterteilen lassen: Die Gleichstromgeoelektrik, die Induzierte
Polarisation (IP) und die Spektrale Induzierte Polarisation (SIP) (Abbildung 1.1).
Mit Hilfe der Gleichstromgeoelektrik wird ein empirischer Zusammenhang zwischen
der Porenfluid-Leitfähigkeit und der Porosität des Untergrunds ausgenutzt, um auf
die hydraulische Leitfähigkeit zu schließen. Die IP stellt eine Möglichkeit dar, die
spezifische innere Oberfläche über die imaginäre Leitfähigkeit abzuschätzen (z.B.
Weller et al., 2016). Hierbei wird der Polarisationseffekt ausgenutzt, der sich durch
die Wechselstrommessung, die im Gegensatz zur Gleichstromgeoelektrik bei der IP
Anwendung findet, im Untergrund ausbildet. Bei der SIP wird die komplexe Leitfä-
higkeit des Untergrunds in einem niederfrequenten Bereich, typischerweise zwischen
1 mHz und 1 kHz, gemessen. Im Vergleich zur IP wird bei der SIP zusätzlich die
Frequenz ermittelt, bei der die maximale Phasenverschiebung stattfindet. Mit Hil-
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fe dieser Zusatzinformation wird versucht, die hydraulische Längenskala direkt mit
den geoelektrischen Parametern in Verbindung zu bringen (Binley et al., 2005; Titov
et al., 2010).
Abbildung 1.1: Skizze der Vorgehensweise zur Ermittlung der hydraulischen Leitfä-
higkeit mit den aufeinander aufbauenden geophysikalischen Methoden: Gleichstrom-
geophysik, Induzierte Polarisation (IP) und Spektrale Induzierte Polarisation (SIP).
Mit σ′ und σ′′ dem Real- und Imaginärteil der komplexen Leitfähigkeit des Unter-
grunds und ω der Messfrequenz. Abbildung modifiziert nach Slater (2007).
Studien zu empirischen Zusammenhängen zwischen geoelektrischen und hydrauli-
schen Parametern zeigen eine gute Vorhersagbarkeit der gemessenen hydraulischen
Parametern, die jedoch oft stark materialspezifisch ist und nicht auf andere Umge-
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bungen übertragen werden kann (z.B. Zisser et al., 2010). Um eine größere Allge-
meingültigkeit und simultane Vorhersagbarkeit der hydraulischen und elektrischen
Eigenschaften zu erzielen, ist es notwendig, mechanistische Modelle zu entwickeln,
die die Ursachen der Induzierten Polarisation auf mikroskopischer Ebene beschrei-
ben. Die zwei existierenden wichtigsten mechanistischen Modelle unterscheiden sich
fundamental in ihrer geometrischen Konzeption. Die elektrochemische Polarisation
(oft auch als Sternschichtpolarisation bezeichnet) basiert auf der Annahme, dass der
Polarisationseffekt seinen Ursprung in der elektrischen Doppelschicht hat, die sich
in einem Elektrolyt um elektrisch geladene Körner ausbildet. Bei einem anliegenden
elektrischen Feld sammeln sich die unterschiedlich geladenen Ionen des Elektroly-
tes auf entgegengesetzten Seiten des Kornes und polarisieren es. Nach Abschalten
des Feldes relaxieren die Ionenkonzentrationen in einer charakteristischen Zeit. Das
elektrochemische Modell wurde zuerst von Schwarz (1962) vorgeschlagen und ist in
den letzten Jahren weiterentwickelt worden (z.B. Leroy et al., 2008).
Im Gegensatz zum elektrochemischen Modell basiert das Modell der Membranpola-
risation (z.B. Marshall and Madden, 1959; Friedrichsberg and Sidorowa, 1961) auf
der Annahme, dass sich die elektrische Doppelschicht auf der Mineraloberfläche aus-
bildet, die den Porenraum umschließt. Bei Verengungen innerhalb des Porenraumes
nähern sich die elektrischen Doppelschichten an und hindern, je nach Ladung der
elektrischen Doppelschicht, eine der Ionensorten am Durchqueren. Beim Anliegen
eines elektrischen Feldes entstehen Ionenkonzentrationsgradienten auf beiden Seiten
der Verengung, welche nach dem Abschalten des Feldes relaxieren. Das Membran-
polarisationsmodell nach Marshall and Madden (1959) wurde in den vergangenen
Jahren numerisch (Blaschek and Hördt, 2009; Volkmann and Klitzsch, 2010) und
analytisch (Bücker and Hördt, 2013b) im Hinblick auf geometrische und elektroly-
tische Parameter untersucht und ist Grundlage dieser Arbeit, in Zuge dessen es in
Kapitel 2 vorgestellt wird.
Die Parametrisierung des Porenraumes im Modell nach Marshall and Madden (1959)
erfolgt durch unterschiedliche Porenlängen des Porenbauches und -halses, sowie
durch unterschiedliche effektive Ionenmobilitäten innerhalb des Porenhalses, in dem
sich die elektrischen Doppelschichten überlappen. Bücker and Hördt (2013a) ent-
wickelten ein darauf basierendes Modell, bestehend aus zwei Zylindern, die den
Porenhals und -bauch darstellen (2-Zylinder-Modell). Die Berechnung der effektiven
Ionenmobilitäten anhand der Zylinderradien ermöglicht es, den Porenraum nur an-
hand von geometrischen Parametern zu beschreiben. Das 2-Zylinder-Modell wurde
13
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später im Hinblick auf die Abhängigkeit von der Temperatur, des pH-Wertes und
der Salinität erweitert und zeigt eine gute Reproduzierbarkeit von Laborergebnissen
(Bairlein et al., 2016; Hördt et al., 2016).
In Kapitel 3 wird das 2-Zylinder-Modell zunächst vorgestellt. Um eine größere Allge-
meingültigkeit zu erzielen, wurde es im Zuge dieser Arbeit anschließend an mehreren
Stellen modifiziert. So ist sowohl das ursprüngliche Modell als auch das 2-Zylinder-
Modell für einwertige Elektrolyte, wie z.B. Kochsalzlösung, konzipiert. Um auch
andere Ionenspezies unterstützen zu können, wurde das 2-Zylinder-Modell auf mehr-
wertige und asymmetrische Elektrolyte erweitert. In der elektrischen Doppelschicht
treten erhöhte Ionenkonzentrationen auf, die zu einem die Ionenmobilität mindern-
den Effekt führen können, welcher durch die Einarbeitung der Debye-Hückel-Onsager
Theorie der konzentationsabhängigen Ionenleitfähigkeiten (Onsager, 1927) in der
Erweiterung berücksichtigt wurde. Das 2-Zylinder-Modell weist, aufgrund seines
Ursprungs im eindimensionalen Modell von Marshall and Madden (1959), nicht-
physikalische Einheiten des spezifischen Widerstandes auf, die in der Erweiterung
umformuliert wurden. Eine Sensitivitätsanalyse der Modellparameter schließt das
Kapitel ab.
Das 2-Zylinder-Modell ist in der Lage, ein breites Spektrum an Ergebnissen zu pro-
duzieren (Hördt et al., 2017), welches unter realistischen Annahmen über die Poren-
größen und -längen den Bereich abdecken kann, der aus Labormessungen folgt (z.B.
Kruschwitz et al., 2016). Die Beschreibung des Porenraumes durch 2 Zylinder genügt
jedoch nicht des eines realen makroskopischen porösen Materials, welches aus einer
breiten Vielfalt an unterschiedlichen Porenradien und -längen besteht. So zeigen ge-
messene Radienverteilungen Werte in einem Bereich von typischerweise ≈ 0.01− 50
µm (z.B. Weller et al., 2011).
Als ersten Schritt hin zu einer realistischeren Beschreibung des Probenmaterials wur-
de im Rahmen dieser Arbeit ein Netzwerkmodell entwickelt, welches unterschiedliche
Ausführungen des 2-Zylinder-Modells in einem Netzwerk kombiniert. Das Netzwerk-
modell wird in Kapitel 4 vorgestellt. Traditionelle Arbeiten untersuchten anhand
von gemessenen Porenradienverteilungen konstruierte Netzwerke aus Gleichstrom-
widerständen (Bahr, 1997; Bigalke, 1999). Maineult et al. (2017) schlugen eine Kon-
struktion von auf künstlichen Radienverteilungen basierenden SIP-Netzwerken vor.
Die Netzwerkbausteine sind komplexe spezifische Widerstände, welche nach einem
abgeleiteten Cole-Cole Modell berechnet werden, indem ein quadratischer Zusam-
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menhang von Porenradien mit der Relaxationszeit hergestellt wird. Im Unterschied
dazu verwendet die vorliegende Arbeit Bausteine aus unterschiedlichen Ausführun-
gen des erweiterten 2-Zylinder-Modells, welches ein mechanistisches Modell des Po-
larisationseffektes darstellt. Durch die im 2-Zylinder-Modells vollständig definierte
Porengeometrie ist es möglich im Labor gemessene Porenvolumen-Verteilungen di-
rekt zu verwenden.
Die SIP Antwort des gesamten Netzwerkes wird aus den SIP Antworten der einzel-
nen Impedanzbausteine berechnet und kann als Impedanz oder als komplexer spe-
zifischer Widerstand erfolgen. Die Verteilung der Parameter des 2-Zylinder-Modells
innerhalb des Netzwerkes beruht dabei auf der Annahme einer fraktalen Porenvolu-
menverteilung im Probenmaterial. Das so konstruierte Netzwerk wurde anschließend
mit zwei Sandsteinen verglichen, bei denen sowohl die petrophysikalischen Parame-
ter Porosität und spezifische innere Oberfläche als auch die SIP Spektren gemessen
wurden, wobei zusätzliche Mikro-Computertomographie-Auswertungen verwendet
wurden, um die Netzwerkparameter besser justieren zu können.
Es zeigte sich, dass die petrophysikalischen und geoelektrischen Eigenschaften des si-
mulierten Netzwerkes bei geichbelassenen Elektrolytparametern maßgeblich von der
Wahl der Porengrößenverteilung abhängen. In Kapitel 5 werden die verwendeten,
gemessenen Porenradienverteilungen neu interpretiert und zwei Erweiterungen des
Netzwerkmodells vorgeschlagen, die eine qualitative Anpassung der simulierten SIP
Spektren an die gemessenen ermöglichen. Die Berechnung des spezifischen Wider-
standes wird hierbei einer kritischen Untersuchung unterzogen und eine alternative
Art der Berechnung vorgeschlagen, indem eine geometrische Betrachtung des Netz-
werkmodells durchgeführt wird.
Ein zusammenfassender Ausblick in Kapitel 6 schließt die Arbeit ab.
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2. Membranpolarisation
Die Induzierte Polarisation (IP) ist ein geophysikalisches Messverfahren, bei dem die
komplexe elektrische Leitfähigkeit σ∗(ω), oder analog der komplexe spezifische elek-
trische Widerstand ρ∗(ω) des Untergrunds gemessen wird. Hierbei wird auf einem
Untergrund oder an Laborproben mit einer Vier-Punkt-Anordnung von Elektroden
gemessen, bei der zwei Elektroden einen Wechselstrom einspeisen und zwei Elektro-
den die Wechselspannung messen. Im Gegensatz zur Gleichstrom-Geoelektrik wird
hierbei auch die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung gemessen (Ab-
bildung 2.1).
Abbildung 2.1: Schematische Darstel-
lung einer IP-Messung über der Zeit t
bei einer festen Frequenz, mit eingespeis-
ten Strom IP und gemessener Spannung
U , phasenverschoben um ϕ. Abbildung
nach Bücker (2011).
Bei der Spektralen Induzierten Polarisation (SIP) wird mit Frequenzen gemessen, die
typischerweise in einem niederfrequenten Bereich zwischen 1 mHz und 1 kHz liegen.
Zusätzlich zu der in der IP gemessenen frequenzabhängigen Phasenverschiebung
(Polarisationseffekt) lässt sich bei einer charakteristischen SIP-Messung auch die
Frequenz der maximalen Phasenverschiebung ableiten (Abbildung 2.2.).
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Abbildung 2.2: Schematische Darstel-
lung einer SIP-Messung über der Fre-
quenz ω. Gemessener Betrag |Z| und
Phasenverschiebung |ϕ| der Impedanz.
Größte Phasenverschiebung bei einer
charakteristischen Frequenz ωmax. Ab-
bildung nach Bücker (2011).
Die Ursache des Polarisationseffektes liegt in der elektrischen Doppelschicht, die
sich innerhalb des Elektrolyts an der (typischerweise negativ) geladenen Mineralo-
berfläche ausbildet. Der Polarisationseffekt äußert sich in dem imaginären Teil der
frequenzabhängigen Leitfähigkeit und wird durch das Membranpolarisationsmodell
von Marshall and Madden (1959) beschrieben.
2.1. Die elektrische Doppelschicht
An einer (typischerweise) negativ geladenen Mineraloberfläche bildet sich im Elek-
trolyt eine elektrische Doppelschicht (EDL) aus, die, Leroy et al. (2013) folgend,
durch das Triple-Layer-Model beschrieben werden kann (Abbildung 2.3, oben). Da-
bei lagern sich positiv geladene Kationen (in der Abbildung als M+ bezeichnet) in
der sogenannten Sternschicht an der Mineraloberfläche an und können sich dort nur
tangential zur Oberfläche bewegen. Die Anlagerung von negativ geladenen Anionen
(A−) ist ebenfalls möglich, weist jedoch einen vernachlässigbaren Anteil auf. Außer-
halb der Sternschicht folgt eine diffuse Schicht, in der die Konzentration der Kationen
exponentiell ab- und die der Anionen zunimmt (Abbildung 2.3, unten) bis die Gleich-
gewichtskonzentration im freien Elektrolyt erreicht ist. Die Outer Helmholtz Plane
(OHP) stellt die Scherebene dar, die zwischen der stationären Sternschicht und der
beweglichen diffusen Schicht liegt. Das Potential, welches in der OHP vorherrscht,
wird als das Zeta-Potential ζ bezeichnet und wird in guter Näherung als das Po-
tential angenommen, welches in der Sternschicht vorherrscht. Die Ausdehnung der
EDL kann durch die Debyelänge
λD =
√
0rkBT
2NAe2c0
, (2.1)
mit NA der Avogadro-Konstante (6.0221 ·1023 1/mol), kB der Boltzmann-Konstante
(1.3807 · 10−23 J/K), e der Elementarladung (1.6022 · 10−19 C), 0 der elektrischen
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Feldkonstante (8.854 ·10−12 As/Vm), c0 der Ionenkonzentration im freien Elektrolyt
(in mol/m3), r der relativen Permittivität und T der Temperatur (in K) des Elek-
trolytes beschrieben werden. λD gibt die Entfernung zur Mineraloberfläche an, bei
der das Oberflächenpotential auf 1/e (hier mit e, der Eulerschen Zahl) seines Wertes
abgefallen ist. Für die betrachteten Silikatoberflächen und einer Ionenkonzentration
von 1 mol/m3 beträgt λD ∼ 10 nm. Die Abhängigkeit der EDL von elektrolytischen
Parametern, wie Konzentration und pH-Wert, wurde u.a. in Hördt et al. (2016)
untersucht.
Abbildung 2.3: Oben: Beschreibung der EDL (oben) durch das Triple-Layer-Model
bestehend aus der Mineraloberfläche (Oberflächenpotential ϕ0), der Sternschicht
(Zetapotential ζ), der diffusen Schicht und des freien Elektrolyts, mit Kationen (M+)
und Anionen (A−). Unten: Verläufe der Ionenkonzentration c über dem Abstand
zur Oberfläche r. Abbildung modifiziert nach Leroy et al. (2013) und Knödel et al.
(2004).
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2.2. Frequenzabhängige elektrische Leitfähigkeit in der SIP
Die komplexe frequenzabhängige elektrische Leitfähigkeit, als Kehrwert des komple-
xen frequenzabhängigen spezifischen elektrischen Widerstandes
σ∗(ω) = 1
ρ∗(ω) , (2.2)
kann aus dem erweiterten Durchflutungsgesetz der Maxwell-Gleichungen
∇×H = JS, (2.3)
mit H der magnetischen Feldstärke, hergeleitet werden. Es beschreibt den Zusam-
menhang zwischen magnetischen Wirbelfeldern und der elektrischen Stromdichte
JS = Jl + ∂tD, (2.4)
mit Jl der Leitungsstromdichte und D der dielektrischen Verschiebung. Durch Ein-
setzen der Materialgleichung
D = 0rE, (2.5)
mit E der elektrischen Feldstärke, und des Ohm’schen Gesetzes
Jl = σE, (2.6)
mit σ der elektrischen Leitfähigkeit, in den rechten Term lässt sich (2.4) umformu-
lieren zu
JS = σE+ 0r∂tE. (2.7)
Der zeitharmonische Ansatz des elektrischen Feldes
E = E0ejωt, (2.8)
mit j der imaginären Einheit, ω = 2pif der Kreisfrequenz (in Hz) und t der Zeit (in
s), liefert eine frequenzabhängige Stromdichte (Militzer and Weber, 1985):
JS(ω) = (σejωt + 0rjωejωt)E0. (2.9)
Es wird angenommen, dass σ∗(ω) = σejωt und ∗(ω) = 0rejωt komplex sind. Analog
zum Ohm’schen Gesetz lässt sich die effektive frequenzabhängige elektrische Leitfä-
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higkeit in (2.9) in komplexer Schreibweise darstellen als
σ∗eff(ω) = σ′(ω) + jσ′′(ω) + jω′(ω)− ω′′(ω). (2.10)
Die effektive frequenzabhängige elektrische Leitfähigkeit ∗(ω) hängt gleichwertig
von der elektrischen Leitfähigkeit und der relativen Permittivität ab. Bei der Mes-
sung im niedrigen Frequenzbereich, wie es in der SIP üblich ist, werden die Terme
jω′(ω) und −ω′′(ω) jedoch vernachlässigt und (2.10) geht über zu
σ∗eff(ω) = σ′(ω) + jσ′′(ω). (2.11)
Die elektrische Leitfähigkeit in Gesteinen setzt sich zusammen aus der Leitfähig-
keit des Matrixmaterials, die in den meisten Fällen vernachlässigt werden kann, der
realen Leitfähigkeit des Fluids σel und der frequenzabhängigen komplexen Leitfä-
higkeit der Grenzfläche σ∗s (ω), die sich an der Grenze des Fluids zur Mineralmatrix
ausbildet. Unter der Annahme, dass σel und σ∗s (ω) sich ähnlich einer elektrischen
Parallelschaltung verhalten, kann man für die gemessene Bulk-Leitfähigkeit verein-
facht schreiben:
σbulk(ω) = σel + σ′s(ω) + jσ′′s (ω), (2.12)
wobei die Frequenzabhängigkeit von σbulk nur durch die Grenzflächenleitfähigkeit
σ∗s (ω) zustande kommt. Die strickte Trennung von Grenzflächen- und Fluidleitfä-
higkeit ist im realen Fall jedoch nicht gegeben, da die Grenzflächenleitfähigkeit auch
von der Fluidleitfähigkeit abhängig ist.
2.3. Die Marshall-Madden-Impedanz
Eine ausführliche mechanistische Beschreibung der Membranpolarisation als Ursache
des IP-Effektes entwickelten Marshall and Madden (1959), in deren 1-D Modell der
Porenraum durch Längen und effektive Ionenmobilitäten parametrisiert wird. Sie
betrachteten ein reales Material als ein Geflecht von Poren mit weiten Porenbäuchen
und engen Porenhälsen (Abbildung 2.4, oben).
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Abbildung 2.4: Oben: Schematische Dar-
stellung des Porenraumes eines realen
Materials mit einer negativ geladenen
Mineraloberfläche. Mitte: Abstraktion
des Porenraumes, mit weiten Poren-
bäuchen (weiß) und engen Porenhälsen
(grau). Unten: Eindimensionales Modell
nach Marshall and Madden (1959) mit
Parametrisierung durch effektive Ionen-
mobilitäten µp und µn, sowie Längen
L1 und L2. Abbildung modifiziert nach
Bücker and Hördt (2013b).
Für Kationen (Index p) und Anionen (Index n) eines vollständig dissoziierten Elek-
trolyts formulierten sie die Stromdichten jp,n (in A/m2) im eindimensionalen Raum
zu
jp = −FDp∂xcp + FµpcpE
jn = −FDn∂xcn − FµncnE,
(2.13)
mit F der Faraday-Konstante (96485.3 C/mol) und E dem anliegenden elektrischen
Feld in Richtung der Pore (X-Richtung, Abbildung 2.4). Dabei sind (im Folgen-
den für Index k = p, n) ck die Ionenkonzentrationen (in mol/m3), µk die Ionen-
mobilitäten (in m2/Vs) und Dk die Diffusionskoeffizienten (in m2/s), die durch die
Nernst-Einstein-Beziehung mit den Ionenmobilitäten verknüpft sind:
Dk =
µkkBT
ezk
, (2.14)
mit zk den dimensionslosen, positiv formulierten Ionenwertigkeiten.
Der Ladungstransport durch Ionen findet in (2.13) aufgrund von zwei überlagerten
Ionenströmen statt. Der Diffusionsterm −FDp∂xcp drückt aus, dass Ionen stets be-
strebt sind von hohen Konzentrationen hin zu niedrigen zu wandern. Das Verhalten
wird durch das Konzentrationsgefälle ∂xck beschrieben und gilt für beide Ionensorten
gleichermaßen (gleiches Vorzeichen). Die Stärke der Diffusion wird durch den Diffusi-
onskoeffizienten bestimmt: Je höher die Ionenmobilität µk ist, desto schneller können
die Ionen diffundieren, und je niedriger der Ordnungszustand (hohe Temperatur T )
ist, desto schneller lösen sich Ionenansammlungen auf, was zu einer verstärkten Dif-
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fusion führt. Der Migrationsterm ±FµpcpE drückt den Ladungstransport entlang
des anliegenden elektrischen Feldes E aus, der proportional zur Beweglichkeit µk
und der Konzentration ck der Ionen ist. Hierbei ist zu beachten, dass die Bewegung
der Kationen und Anionen entgegengesetzt gerichtet ist (unterschiedliches Vorzei-
chen der Terme). Zusätzlich sind beide Ionensorten aufgrund der elektrostatischen
Wechselwirkung durch die Poisson-Gleichung miteinander gekoppelt:
∂xE =
F
0r
(cp − cn). (2.15)
Beim Anlegen eines elektrischen Feldes lassen sich die Vorgänge innerhalb eines Po-
rensystems, bestehend aus einem weiten Porenbauch (Abbildung 2.4, mittig, weiß)
und einem engen Porenhals (Abbildung 2.4,mittig, grau) nach Marshall and Madden
(1959) wie folgt beschreiben: Im weiten Porenbauch ist der Porenradius gegenüber
der Debye-Länge λD so groß, dass der Einfluss der EDL vernachlässigbar wird und
beide Ionensorten sich ungehindert entlang des elektrischen Feldes bewegen können.
Im engen Porenhals überlappen die EDL der gegenüberliegenden Porenwände und
hemmen die Bewegung der Anionen (bei einer negativ geladenen Mineraloberfläche),
beziehungsweise der Kationen (bei einer positiv geladenen Mineraloberfläche). Der
Porenhals wirkt also selektiv gegenüber einer Ionensorte. Durch die unterschiedliche
Bewegungsgeschwindigkeit der selektierten Ionensorte im Porenbauch und Poren-
hals entsteht an der einen Seite des Porenhalses ein Konzentrationsüberschuss und
auf der anderen ein Konzentrationsdefizit. Aufgrund der elektrostatischen Kopplung
(2.15) hat dies auch einen Überschuss bzw. Defizit der komplementären Ionensorte
zur Folge. Es entsteht ein globales Konzentrationsgefälle entlang des Porensystems,
welches nach Abschalten des elektrischen Feldes wieder relaxiert.
Für einwertige und symmetrische Elektrolyte ist zp = zn = 1 und c0p = c0n = c0, mit
Index 0 für Konzentrationen im freien Elektrolyt. Für diesen Fall und für eine peri-
odische Abfolge von Porenbäuchen (Index 1) und Porenhälsen (Index 2) der Längen
L1 und L2 (in m), sowie unter weiteren Annahmen, wie z.B. kleiner Stromdichten,
geben Marshall and Madden (1959) die Lösung des Gleichungssystems (2.13-2.15)
als eine komplexe frequenzabhängige Impedanz Zˆ(ω) an (im Folgenden als Marshall-
Madden-Impedanz bezeichnet):
Zˆ(ω) = L1
µp1c0F
[
tp1 +
B
A
tp2 +
(S2 − S1)2
X1(ω)S1
(tp2)2tp1 tanhX1(ω) +
A
B
X2(ω)S2
(tp1)2tp2 tanhX2(ω)
]
, (2.16)
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mit
Xi(ω) =
√
jω
2Dpitni
Li
2 , (2.17)
A = L1
L2
, (2.18)
B = Dp1
Dp2
, (2.19)
Si =
tni
tpi
, (2.20)
mit i = 1, 2, c0 der Gleichgewichtskonzentration im freien Elektrolyt sowie den (für
einwertige Ionen vereinfachten) Diffusionskoeffizienten
Dki =
µkikBT
e
(2.21)
und den (für einwertige und symmetrische Elektrolyte vereinfachten) Hittorf’schen
Überführungszahlen, im Folgenden als Transportzahlen bezeichnet:
tki =
µki
µpi + µni
. (2.22)
Die Transportzahlen tki geben den Anteil der k-ten Ionensorte am Gesamtstrom an
und werden für gleiche Ionenmobilitäten zu tp = tn = 12 . Da (2.16) die Lösung des
eindimensionalen Gleichungssystems (2.13-2.15) darstellt, ist (2.16) in den Einheiten
Ωm2 formuliert.
Die Marshall-Madden-Impedanz ist durch die für das gesamte Porensystem gülti-
gen elektrolytischen Parameter T und c0 sowie durch die porengeometrieabhängigen
Größen µki und Li (Abbildung 2.4, unten) parametrisiert. Erste Versuche den Poren-
querschnitt bei der Berechnung der Impedanz mit einzubeziehen wurden von Buch-
heim and Irmer (1979) unternommen, die für die Randbedingungen der periodischen
Porenabfolge zusätzlich die Stetigkeit des Porenquerschnittes forderten. Zusätzlich
wurden Ionenwertigkeiten und -konzentrationen bei der Berechnung der Transport-
zahlen einbezogen. Den Einfluss der EDL formulierten sie als einen Korrekturfaktor
der Ionenkonzentrationen. Buchheim and Irmer (1979) schlugen weiterhin für zu-
künftige Arbeiten vor, an Stelle des Korrekturfaktors eine Mittelung der Ionenkon-
zentration über den Porenquerschnitt zu verwenden. Titov et al. (2002) entwickelten
ein Modell für den Spezialfall der Sandsteine, für den die Annahme von langen wei-
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ten Porenbäuchen und kurzen engen Porenhälsen gut erfüllt ist (L2  L1), und das
unter dem Namen „short narrow pores“(SNP) in der Literatur bekannt wurde. Stu-
dien an numerischen Simulationen auf Basis des Marshall-Madden-Modells wurden
von Blaschek and Hördt (2009) (1-D, 2-D) und Volkmann and Klitzsch (2010) (3-
D) durchgeführt. Während Blaschek and Hördt (2009) die EDL, wie Marshall and
Madden (1959), anhand von unterschiedlichen effektiven Ionenmobilitäten der un-
terschiedlichen Poren berücksichtigten, modellierten Volkmann and Klitzsch (2010)
eine zusätzliche EDL der Dicke λD an der Porenoberfläche, in der die Kationen-
Mobilität (bei positiv geladener Mineraloberfläche) vermindert ist.
Allen Arbeiten gemeinsam ist die Ableitung einer quadratischen Abhängigkeit der
Relaxationszeit von der Porenlänge. Während bei Titov et al. (2002) die Länge des
engen Porenhalses L2 ausschlaggebend ist, zeigten die Untersuchungen von Blaschek
and Hördt (2009) und Volkmann and Klitzsch (2010) eine Abhängigkeit von der
Länge L1 des weiten Porenbauches. Bücker and Hördt (2013b) konnten diese Dis-
krepanz auflösen, indem sie zwei Relaxationszeit-Regime herausarbeiteten, das SNP
Regime, in dem L2 dominant ist und das „long narrow pore“ (LNP) Regime, in dem
L1 dominant ist. Die Bezeichnung LNP wurde von Bücker and Hördt (2013b) als
Gegenpol zu der Bezeichnung SNP gewählt. Da diese Bezeichnung missverständli-
cher Weise implizieren könnte, dass der enge Porenhals länger sein muss als der weite
Porenbauch, wird in dieser Arbeit, wie von Hördt et al. (2017) vorgeschlagen, im
Folgenden die Bezeichnung „wide pore“ (WP) Regime verwendet, um auszudrücken,
dass die Länge L1 des weiten Porenbauches bei der Bestimmung der Relaxationszeit
dominant ist. Der Übergang zwischen den beiden Regimen ist durch die Verhältnisse
der Parameter definiert, und ist von Bücker and Hördt (2013b) näherungsweise als
L1
L2
 0.79
(
µn1
µn2
+ 1
)
(2.23)
angegeben, mit  für WP und  für SNP.
Das Marshall-Madden-Modell wurde später im Hinblick auf eine geometrische For-
mulierung des Porenraumes von Bücker and Hördt (2013a) zu einem 2-Zylinder-
Modell erweitert.
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3. Das 2-Zylinder-Modell
Eine Vereinheitlichung der Porenraumbeschreibung des Marshall-Madden-Modells
auf eine reine geometrische Beschreibung des Porenraumes entwickelten Bücker and
Hördt (2013a) in ihrem 2-D Modell, welches auf zwei unterschiedlich großen Zy-
lindern basiert. Das 2-Zylinder-Modell wird zunächst beschrieben und existieren-
de Erweiterungen skizziert. Anschließend werden Erweiterungen an dem Marshall-
Madden-Modell und dem 2-Zylinder-Modell vorgestellt, die im Rahmen dieser Ar-
beit in Vorbereitung der Formulierung des Netzwerk-Modells im nächsten Kapitel,
durchgeführt worden sind. Eine Sensitivitätsstudie der Modellparameter schließt das
Kapitel ab.
3.1. Formulierung des 2-Zylinder-Modells aus der Marshall-Madden-
Impedanz
Die Parametrisierung des Porenraumes durch Ionenmobilitäten µki und Porenlän-
gen Li nach Marshall and Madden (1959) erschwert den Zugang zu hydrologischen
Parametern, wie z.B. der hydraulischen Permeabilität, die unter anderem auch vom
Porenquerschnitt abhängt. Bereits Buchheim and Irmer (1979) schlugen vor, den
Porenquerschnitt in der Berechnung der Ionenkonzentration zu berücksichtigen.
Bücker and Hördt (2013a) entwickelten ein Modell, in dem das Porensystem durch
rein geometrische Parameter beschrieben wird. Hierzu werden die eindimensionalen
Porenbäuche und -hälse des Marshall-Madden-Modells durch Zylinder unterschied-
licher Radien r1, r2 (Porenbauch und Porenhals, in m) und Längen L1, L2 ersetzt
(Abbildung 3.1). Die Porenbäuche und -hälse sind, wie beim Marshall-Madden Mo-
del, periodisch angeordnet.
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Abbildung 3.1: Das 2-Zylinder-Modell, be-
stehend aus zwei periodisch angeordne-
ten Poren unterschiedlicher Radien ri und
Längen Li, mit i = 1, 2 und ausgebilde-
te EDL an den Poreninnenwänden (grau).
Abbildung nach Hördt et al. (2016).
Die vier Ionenmobilitäten µp1, µp2 und µn1, µn2, die in das Ursprungsmodell als
Eingangsparameter eingehen, werden hier in Abhängigkeit der Zylinderradien und
unter Einbezug der EDL Theorie berechnet:
µki = µ0kb˜ki, (3.1)
mit µ0k den Ionenmobilitäten der Ionenspezies (k = p, n). Der Stromtransport ist
von der Ladungsdichte abhängig, welche durch den Faktor b˜ki repräsentiert wird.
b˜ki entspricht im einfachsten Fall (keine Berücksichtigung der Sternschicht) b¯ki, der
Mittelung der Ionenkonzentrationen cki(r) über den Porenquerschnitt, normiert auf
den Radius r1 des (weiten) Porenbauches und die Gleichgewichtskonzentration c0:
b¯ki =
2
c0r21
∫ ri
0
cki(r)rdr. (3.2)
Die Ionenkonzentrationen in der diffusen Schicht hängen vom Abstand r zur Poren-
wand ab (Butt et al., 2003):
cpi(r) = c0 exp
(
−eϕi(r)
kBT
)
cni(r) = c0 exp
(
+eϕi(r)
kBT
)
,
(3.3)
mit ϕi(r) dem Potential der diffusen Schicht (in V), welches nach Hunter (1981) für
zylinderförmige Poren mit dem Radius r0 berechnet werden kann zu
ϕi(r) = ζ
J0(jκr)
J0(jκri)
, (3.4)
mit ζ dem Zeta-Potential (in V), J0 den Besselfunktionen erster Art und κ = 1/λD
der inversen Debyelänge. Die Sternschicht kann, Bücker and Hördt (2013a) folgend,
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durch den Partitions-Koeffizienten fQ berücksichtigt werden:
b˜pi =
b¯pi − fQr2i /r21
1− fQ , b˜ni = b¯ni (für negativ geladene Oberflächen)
b˜ni =
b¯ni − fQr2i /r21
1− fQ , b˜pi = b¯pi (für positiv geladene Oberflächen)
(3.5)
fQ nimmt die Werte zwischen 0 und 1 ein und beschreibt den Anteil der Sternschicht
an der Grenzflächenleitfähigkeit. Für fQ = 0 wird die Sternschicht nicht berücksich-
tigt und es gilt b˜pi = b¯pi und b˜ni = b¯ni. Hierbei ist zu beachten, dass die Formulierung
von (3.5) einen Unterschied zu der von Bücker and Hördt (2013a) aufweist, wo der
Faktor r2i /r21 fehlt. Die genaue Abfolge der Berechnung ist: Mittelung über den Po-
renquerschnitt → Sternschichtkorrektur → Normierung auf die weite Pore. Wird
der Normierungsfaktor r2i /r21 bereits mit der Mittelung über den Porenquerschnitt
(3.3) berücksichtigt, also noch vor der Sternschichtkorrektur (3.5), so muss er in der
Sternschichtkorrektur als Vorfaktor von fQ mit eingehen. Es ist zu beachten, dass
diese Abfolge in Bücker and Hördt (2013a) sowie den darauf aufbauenden Arbeiten
Bairlein et al. (2016) und Hördt et al. (2016) nicht hinreichend präzise dargestellt
wird, die Implementierung der Berechnung jedoch korrekt erfolgte.
Bücker and Hördt (2013b) formulierten die Marshall-Madden-Impedanz (2.16) um,
um eine Form des Gleichstrom-Limits, der Polarisierbarkeit und der Zeitkonstan-
ten zu erhalten, wie sie in der Literatur, zum Beispiel bei Cole-Cole Modellen, oft
gebräuchlich ist. Mit den neu eingeführten Zeitkonstanten
τi =
L2i
8Dpitni
(3.6)
geben sie die frequenzabhängige Impedanz an, welche im Folgenden als 2-Zylinder-
Impedanz bezeichnet wird:
Zˆ(ω) = ZˆDC
[
1− η0
(
1−
L1
τ1
+ L2
τ2
L1
τ1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + L2τ2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
)]
, (3.7)
mit dem Gleichstrom-Grenzfall
ZˆDC =
kBT
c0eF
[
L1
Dp1 +Dn1
+ L2
Dp2 +Dn2
+m0
]
, (3.8)
und der Polarisierbarkeit
η0 =
kBT
c0eF
mo
ZˆDC
. (3.9)
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Dabei ist
m0 =
8(tn2tp1 − tn1tp2)2
L1
τ1
+ L2
τ2
(3.10)
ein Term, der durch das Kreuzprodukt der Transportzahlen definiert wird. Bei gleich
großen Poren ist mo = 0 und der IP-Effekt verschwindet (Polarisierbarkeit=0).
Das 2-Zylinder-Modell wurde in verschiedenen Arbeiten auf die Erklärung von ge-
messenen Daten hin untersucht. Bairlein et al. (2016) untersuchten die Tempera-
turabhängigkeit und wiesen gute Resultate bei der Reproduktion von Labormes-
sungen nach. Das Zeta-Potential ζ und der Partitions-Koeffizient fQ gehen als freie
Parameter in das 2-Zylinder-Modell ein. Eine Möglichkeit, diese Parameter in Ab-
hängigkeit des pH-Wertes und c0 zu berechnen, schlugen Hördt et al. (2016) vor,
indem sie eine Implementierung der Theorie von Parkhurst and Appelo (2013) des
Simulations-Programms PHREEQC verwendeten. Die Untersuchungen zeigten eine
gute Übereinstimmung mit Laborversuchen, wie z.B. den Anstieg und den anschlie-
ßenden Abfall der imaginären Leitfähigkeit mit steigender Ionenkonzentration c0.
Um das Simulations-Programm PHREEQC nicht separat vorschalten zu müssen,
wurde anhand von PHREEQC Simulationen von Bielefeld (2014) eine Parametrisie-
rung des Zeta-Potentials ζ und des Partitions-Koeffizienten fQ durch den pH-Wert
und die Konzentration entwickelt. Hierbei gilt für das Zeta-Potential ζ:
ζ(cˆ0, pH) =
M(cˆ0)
2 (tanh(b(cˆ0) · pH + d(cˆ0))− 1) (3.11)
mit den konzentrationsabhängigen Koeffizienten
M(cˆ0) = −0.00650646 · cˆ−0.737038−0.0459415·ln(cˆ0)0 (3.12)
b(cˆ0) = −0.51982 + 0.040603 · ln(cˆ0) + 0.0043671 · ln(cˆ0)2 (3.13)
d(cˆ0) = 3.21781− 0.182384 · ln(cˆ0)− 0.0236443 · ln(cˆ0)2 (3.14)
und mit cˆ0 = c0/1000 in mol/L. Hierbei ist zu beachten, dass die Parametrisierung
nur für T = 298.15 K = 25 °C, Silikat-Mineraloberflächen und einwertige Elektrolyte
durchgeführt worden ist und auch nur in diesen Fällen verwendet werden sollte.
Für abweichende Temperaturen bietet sich eine empirische Temperaturkorrektur
für Silikat-Mineraloberflächen nach Revil et al. (1999) an:
ζ(T ) = (0.017 · (T − 273.15) + 0.57) · ζ(25 °C). (3.15)
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Für den Partitions-Koeffizienten fQ gilt:
fQ(cˆ0, pH) = a(cˆ0) · arcsinh(b(cˆ0) · pH + c(cˆ0)) + d(cˆ0), (3.16)
mit den konzentrationsabhängigen Koeffizienten
a(cˆ0) = −0.0002− 0.0156 · ln(cˆ0) + 0.01 · ln(cˆ0)2 + 0.0014 · ln(cˆ0)3 (3.17)
b(cˆ0) = 0.735 · cˆ−0.130 (3.18)
c(cˆ0) = −3.89− 0.868 · cˆ−0.3330 (3.19)
d(cˆ0) = −0.009 + 0.635 · asec(1.19 + 8.74 · cˆ0). (3.20)
Auch hier ist zu beachten, dass die Parametrisierung nur für Silikat-Mineraloberflächen
und einwertige Elektrolyte gültig ist.
Ein exemplarischer Überblick über den Verlauf von ζ und fQ über c0 und pH ist in
Abbildung 3.2 zu sehen.
Abbildung 3.2: Das Zeta-Potential ζ (links) und der Partitions-Koeffizient fQ
(rechts) in der Parametrisierung nach Bielefeld (2014) über der Ionenkonzentration
c0 für verschiedene pH-Werte. Abbildung nach Bairlein (2017).
Analog zur Gleichung (2.23) (Übergang zwischen den Regimen der Abhängigkeit der
Relaxationszeit von der Porenlänge der Marshall-Madden-Impedanz) entwickelten
Hördt et al. (2017) eine ähnliche Gleichung für das 2-Zylinder-Modell. Im Gegensatz
zu Bücker and Hördt (2013b), die den Übergang durch Porenlängen- und Ionenmo-
bilitätenverhältnisse charakterisierten, leiteten Hördt et al. (2017) die Gleichung in
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Abhängigkeit der Porenradien und -Längenverhältnisse her:
L1
L2
 0.8
(
r1
r2
)2 α
β
, (3.21)
mit für WP-Regime und für SNP-Regime und α2 = b˜p2/b˜n2 und β2 = b˜p2b˜n2 ei-
nem Effektivitäts- respektive Schiefeparameter. Der die beiden Regime separierende
Fall
L1
L2
∼
(
r1
r2
)2
(3.22)
weist, in Übereinstimmung mit Bücker and Hördt (2013a), führt zu einer maximalen
Phasenverschiebung.
3.2. Erweiterung des 2-Zylinder-Modells
Im Vorfeld der Erweiterung auf Netzwerke wurde das 2-Zylinder-Modell im Rahmen
dieser Arbeit in mehreren Punkten erweitert:
• Sowohl das 2-Zylinder-Modell als auch das ursprüngliche Modell von Marshall
und Madden wurden für symmetrische und einwertige Elektrolyte, wie z.B.
Natriumchlorid (NaCl), ausgearbeitet. Um eine breitere Untersuchbarkeit mit
unterschiedlichen Elektrolyten zu ermöglichen, wurde das 2-Zylinder-Modell
auf die Verwendung von mehrwertigen und asymmetrischen Elektrolyten, wie
z.B. Calciumchlorid (CaCl2), verallgemeinert.
• Die Ionenmobilität wurde im Marshall-Madden-Modell als konstant angenom-
men. Bei Matrixoberflächen mit besonders hoher Oberflächenladung können in
der EDL, besonders in der Nähe der Porenwände, so hohe Werte der Ionenkon-
zentrationen auftreten, dass die Ionenmobilität abnimmt. Um die Aussagekraft
des Modells bei unterschiedlichen Labor- und Feldversuchen zu steigern, wurde
dieser Effekt in die Berechnung implementiert.
• Aufgrund seines Ursprungs im eindimensionalen Modell von Marshall und Ma-
dden, welches keine Querschnittflächen der Poren berücksichtigt, berechnet
das 2-Zylinder-Modell die Impedanz in Ωm2. Die spätere Vergleichbarkeit des
Netzwerkmodells mit realen Medien erforderte es, die Impedanz in der phy-
sikalischen Einheit Ω oder den spezifischen Widerstand in Ωm berechnen zu
können. Dazu wurde das 2-Zylinder-Modell unter der Berücksichtigung der
Querschnittflächen der Poren modifiziert und durch einen umliegenden Zylin-
der erweitert.
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Die vorgenommenen Erweiterungen werden in den folgenden Unterkapiteln detail-
liert erläutert. Das endgültige, in Kapitel 4 verwendete erweiterte 2-Zylinder-Modell,
ist der Übersicht halber im Anhang A.3 zusammengefasst.
3.2.1. Erweiterung auf mehrwertige und asymmetrische Elektrolyte
Die Herleitung der 2-Zylinder-Impedanz (3.7) wurde von Bücker and Hördt (2013b)
aus der ursprünglichen Gleichung von Marshall and Madden (1959), unter Einbezug
von Diffusionskoeffizienten und Transportzahlen, hergeleitet, die nur für einwertige
und symmetrische Elektrolyte (zp = zn = 1 und c0p = c0n = c0) gültig sind (2.22
und 2.21). Für mehrwertige und asymmetrische Elektrolyten, wie z.B. bei CaCl2
sind die Formeln der Diffusionskoeffizienten und Transportzahlen nicht mehr gül-
tig, da CaCl2 sowohl unterschiedliche Ionenwertigkeiten (zCa+ = 2 · zCl−) als auch
unterschiedliche Ionenkonzentrationen (cCa+ = 0.5 · cCl− , im vollständig dissoziier-
ten Zustand) aufweist. Beginnend mit der Grundgleichung (2.16) nach Marshall and
Madden (1959), bis hin zur Formulierung (3.7) nach Bücker and Hördt (2013b), wird
das Impedanzmodell im Folgenden auf mehrwertige und asymmetrische Elektrolyte
erweitert.
Um die Marshall-Madden-Impedanz (2.16) auf mehrwertige und asymmetrische Elek-
trolyte zu erweitern, werden im ersten Schritt die Diffusionskoeffizienten Dki und
Transportzahlen tki durch ihre allgemeingültigen Formen nach Nernst
Dki =
µkikBT
zke
(3.23)
und Hittorf
tki =
zkµkic0k
zpµpic0p + znµnic0n
(3.24)
ersetzt. Es ist zu beachten, dass Ionenwertigkeiten, deren Zahlenwerte in der Litera-
tur sowohl positiv als auch negativ vorzufinden sind, in dieser Arbeit stets positiv de-
finiert sind. Die bei asymmetrischen Elektrolyten nun vorkommenden, unterschied-
lichen Ionenkonzentrationen im freien Elektrolyt c0k der beiden Ionensorten lassen
sich aus der ursprünglich in der Marshall-Madden-Impedanz (2.16) vorkommenden
Gleichgewichtskonzentration c0 berechnen zu:
c0p = c0 · zn/min(zp, zn)
c0n = c0 · zp/min(zp, zn).
(3.25)
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c0 entspricht in dieser Formulierung der molaren Anfangskonzentration des undis-
soziierten Moleküls. Eine vollständige Dissoziation des Moleküls in Ionen hat bei
asymmetrischen Elektrolyten zur Folge, dass Ionen mit kleinerer Wertigkeit höher
konzentriert sind als die Gegenionen mit größerer Wertigkeit.
Im zweiten Schritt wird untersucht wie sich c0 in (2.16) durch die nun unterschied-
lich möglichen Ionenkonzentrationen c0p und c0n ausdrücken lassen kann. Unter der
Bedingung, dass bei zwei gleich großen Poren der Polarisationseffekt verschwinden
muss, nimmt (2.16) die Form des elektrischen Widerstandes zweier Zylinder gleichen
Radius an und es folgt:
µpi = µp, µni = µn
tpi = tp, tni = tn
Dpi = Dp, Dni = Dn
Si = S
B = 1,
(3.26)
und (2.16) wird zu
Zˆ = L1
µpc0F
(
tp +
1
A
tp
)
= tp
µpc0F
(L1 + L2). (3.27)
Der Gleichstromfall-Ausdruck (3.27) für das 2-Zylinder-Modell wird im nächsten
Schritt mit dem elektrischen Widerstand zweier miteinander verbundener, gleich-
großer Zylinder, die mit einem mehrwertigen und asymmetrischen Elektrolyten be-
füllt sind, verglichen. Mit F (zpµpc0p+znµnc0n) der elektrolytischen Gesamtleitfähig-
keit beider Ionensorten entlang der Länge L1 + L2 beider Zylinder, ergibt sich der
Widerstand zu
Rˆzyl =
1
F (zpµpc0p + znµnc0n)
(L1 + L2). (3.28)
Hierbei ist zu beachten, dass Rˆzyl als ein eindimensionaler Widerstand mit den Ein-
heiten Ωm2 formuliert ist, um ihn mit der Marshall-Madden-Impedanz vergleichbar
zu machen und die Normierung auf den Zylinderquerschnitt bei der Berechnung des
Widerstandes in (3.28) entfällt.
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Der Vergleich beider Ausdrücke (3.28) und (3.27) ergibt
1
(zpµpc0p + znµnc0n)F
(L1 + L2) =
tp
µpc0F
(L1 + L2), (3.29)
und mit (3.24) folgt
c0 = c0pzp. (3.30)
Im Fall von einwertigen Elektrolyten gilt zp = zn = 1 und es wird c0n = c0p = c0 in
(3.25) und (3.30). Es ist jedoch zu beachten, dass für mehrwertige und asymmetri-
sche Elektrolyte c0 in (2.16) durch die kationische Konzentration (3.30) ersetzt wird.
Um die Marshall-Madden-Impedanz (2.16) in eine, bei Impedanzen oft verwende-
ten, Form des Gleichstrom-Limits, der Polarisierbarkeit und der Zeitkonstanten zu
überführen, wird analog zu Bücker and Hördt (2013b) eine Umformulierung vorge-
nommen, wobei hier (3.30) berücksichtigt wird (für genaue Herleitung siehe Anhang
A.1):
Zˆ(ω) = ZˆDC
[
1− η0
(
1−
L1
τ1
+ L2
τ2
L1
τ1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + L2τ2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
)]
, (3.31)
mit dem Gleichstrom-Grenzfall
ZˆDC =
kBT
eF
[
L1
Dp1Gp +Dn1Gn
+ L2
Dp2Gp +Dn2Gn
+ m0
Gp
]
(3.32)
und der Polarisierbarkeit
η0 =
kBT
eF
m0
Gp
1
ZˆDC
, (3.33)
sowie den Abkürzungen
Gk = c0kzk2 (3.34)
und m0 aus (3.10).
Die Form von (3.31) ist der der 2-Zylinder-Impedanz (3.7) aus Bücker and Hördt
(2013b) ähnlich, mit zusätzlichen Termen Gk. Im Spezialfall zp = zn = 1 und
c0p = c0n = c0 (einwertige und symmetrische Elektrolyte) wird Gk zu c0 und (3.31)
geht über zur ursprünglichen Form der 2-Zylinder-Impedanz (3.7).
Im dritten Schritt werden die im 2-Zylinder-Modell (3.7) verwendeten Größen an
den die Ionenkonzentration betreffenden Stellen modifiziert. Die verwendete Deby-
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elänge λD (2.1) wird durch ihre allgemeingültige Form (Czeslik et al., 2010) ersetzt:
λD =
√
0rkBT
2NAe2Ic
, (3.35)
mit der Ionenstärke
Ic = 0.5(Gp +Gn). (3.36)
Für c0p = c0n = c0 und zp = zn = 1 geht (3.35) zu der von Bücker and Hördt
(2013a) genutzten Form über. Die Gleichgewichtskonzentration c0 in den radienab-
hängigen Konzentrationen 3.3 und der Querschnittmittelung 3.2 werden durch die
korrespondierenden Ionenkonzentrationen im freien Elektrolyt c0k ersetzt:
cpi(r) = c0p exp
(
−eϕ(r)
kBT
)
,
cni(r) = c0n exp
(
+eϕ(r)
kBT
) (3.37)
und
b¯ki =
2
c0kr21
∫ ri
0
cki(r)rdr. (3.38)
Ein Vergleich der SIP-Spektren bei Verwendung von Natriumchlorid (einwertig und
symmetrisch) und Calciumchlorid (mehrwertig und asymmetrisch) ist in Abbildung
3.3 dargestellt. Es zeigt sich eine Abnahme der Impedanz und der Phasenverschie-
bung bei CaCl2 im Vergleich zu NaCl. Die Abnahme der Impedanz ist mit ei-
ner gestiegenen elektrolytischen Gesamtleitfähigkeit gleichzusetzen, welche sich aus
F (zpµpc0p + znµnc0n) (3.28) und der erhöhten Ionenwertigkeit von CaCl2 ergibt. Die
Abnahme des Polarisationseffektes folgt aus der erhöhten Ionenstärke (3.36), die
durch 3.35 zu einer weniger stark ausgeprägten EDL führt.
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Abbildung 3.3: SIP-Spektren im Vergleich unter der Verwendung von unterschiedli-
chen Elektrolyten: einwertiges und symmetrisches Natriumchlorid (NaCl, durchge-
zogene Linie) und mehrwertiges und asymmetrisches Calciumchlorid (CaCl2, gestri-
chelte Linie). Absolute Impedanz |Zˆ| (links) und absolute Phasenverschiebung |ϕ|
(rechts) über der Kreisfrequenz ω.
3.2.2. Erweiterung auf variable Ionenmobilitäten
Eine hohe Ionenkonzentration im Elektrolyt führt durch die elektrostatische Wech-
selwirkung zwischen den Ionensorten zu einer Verringerung ihrer Ionenmobilität.
Dieser Effekt wurde von Kohlrausch (Kohlrausch, 1900; Kohlrausch and von Stein-
wehr, 1902) für geringe Konzentrationen (c0 < 10 mol/m3) und für starke Elektrolyte
(vollständige Dissoziation) als eine Quadratwurzelabhängigkeit der molaren Leitfä-
higkeit Λ des Elektrolyten von der Ionenkonzentration c0 empirisch beschrieben. Der
allgemeine Zusammenhang der molaren Leitfähigkeit Λ zur Elektrolytleitfähigkeit σ
ist gegeben durch
σ = czΛ (3.39)
gegeben. Die Abhängigkeit von Λ von der Ionenkonzentration c0 des Elektrolyten
gibt Kohlrausch mit
Λ = Λ0 − αK√c0 (3.40)
an, mit αK einer empirisch zu bestimmenden Konstante und Λ0 der molaren Grenz-
leitfähigkeit bei unendlich verdünntem Elektrolyt, einer theoretischen Größe die aus
dem Schnittpunkt der empirischen Funktion Λ(√c0) mit der Ordinate folgt und die
eine charakteristische Größe der Ionensorte darstellt.
Später entwickelten Debye and Hückel (1923) eine auf Ionenwolken basierende Theo-
rie, die von Onsager (1927) verfeinert wurde, der zusätzlich hydrodynamische Effekte
berücksichtigte. Demzufolge sind die Ionen in der Elektrolytlösung nicht gleichmäßig
verteilt, sondern bilden lokale Inhomogenitäten, die aus einem Zentral-Ion und einer
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ihn umgebenden Gegenionen-Wolke bestehen. Liegt ein elektrisches Feld an, so fin-
det die Verringerung der Mobilität des Zentral-Ions aufgrund von zwei Effekten statt:
• Elektrophorese: Die Geschwindigkeit der Gegenionen-Wolke erreicht ihren hy-
drodynamischen Gleichgewichtszustand, wodurch die Ionenmobilität des in die
entgegengesetzte Richtung wandernden Zentral-Ions abnimmt.
• Relaxation: Das aus dem Zentrum der Gegenionen-Wolke herauswandernde
Zentral-Ion baut ständig eine neue Gegenionen-Wolke auf. Da dieser Vorgang
in einer endlichen Zeitskala stattfindet, sind die Ladungsschwerpunkte des
Zentral-Ions und seiner Gegenionen-Wolke zueinander versetzt. Das Zentral-
Ion wird dadurch einer bremsenden elektrostatischen Kraft ausgesetzt und in
seiner Mobilität gehemmt.
Onsager (1927) formulierte eine zu (3.40) ähnliche Gleichung für die molare Leitfä-
higkeit der k-ten Ionensorte:
Λk = Λ0k − αDHO
√
2Ic, (3.41)
mit Ic aus (3.36) und Λ0k der molaren Grenzleitfähigkeit der k-ten Ionensorte bei un-
endlich verdünnten Elektrolyt. Der Koeffizient αDHO (DHO: Debye-Hückel-Onsager)
wird durch
αDHO =
29zk
(rT )
1
2η
+ 0.986 · 10
6
(rT )
3
2
wDHOΛ0k (3.42)
berechnet, mit
wDHO = zpzn
2q
1 +√q (3.43)
und
q = zpzn
zp + zn
· Λ0p + Λ0n
znΛ0p + zpΛ0n
. (3.44)
Es ist zu beachten, dass (3.41), wie in älteren Publikationen oft üblich, nicht in
SI-Einheiten formuliert ist, sondern in praktikableren Einheiten. Namentlich: die
molaren Leitfähigkeiten in S cm2/mol, die spezifische Konzentrationen, bzw. die Io-
nenstärke in mol/L und die Viskosität η in P (1 Poise = 0,1 Pa s). Weiterhin wurden
alle Naturkonstanten in Zahlenwerten zusammengefasst.
Das Debye-Hückel-Onsager (DHO) Modell (3.41) ist nur für gleiche molare Grenz-
leitfähigkeiten Λ0p = Λ0n gültig (Onsager, 1945). Eine Erweiterung auf unterschied-
liche molare Grenzleitfähigkeiten haben Chandra et al. (1999) formuliert. Basierend
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auf dem Zeit-Korrelation-Funktion-Formalismus von Transporttheorien entwickel-
ten sie eine mikroskopische Theorie der Ionenleitfähigkeit. Eine geschlossene Form
für die molare Grenzleitfähigkeit der k-ten Ionensorte, unter der Einschränkung von
niedrigen Konzentrationen, gaben sie an als
Λk(ck) = Λ0k −
(√
2piNA(zke)2F
3piη(kBT )
1
2
+
√
2piNA(zke)3
3(kBT )
3
2
wCh,kΛ0k
)√
ck, (3.45)
mit,  = 4pir0, ck der Ionenkonzentration der k-ten Ionensorte und
wCh,k =
1
2pi
(
1−
(
1
2
∑
kˆ
Λk
(Λk + Λkˆ)
)2)
, (3.46)
mit j über jede Ionensorte. Zu beachten ist hierbei, dass wCh,k so formuliert ist, dass
(3.45) selbst-konsistent gelöst werden muss.
Der Vergleich der Formulierung von DHO in (3.41) und der von Chandra et al.
(1999) in (3.45) lässt, trotz unterschiedlicher Ansätze, eine ähnliche Grundform er-
kennen, wobei die DHO Formulierung die Naturkonstanten in Zahlenwerten zusam-
mengefasst anzeigt. Der Hauptunterschied liegt in der Berechnung des Terms wCh,k
bzw. wDHO. Unter der Annahme von Λp = Λn, und für einwertige und symmetrische
Elektrolyte, wird wCh,k zu der von DHO verwendeten Form wDHO = 2 −
√
2, und
(3.45) geht in (3.41) über. Aus der konzentrationsabhängigen molaren Leitfähigkeit
Λk lässt sich die konzentrationsabhängige Ionenmobilität berechnen zu
µ0k(ck) =
Λk(ck)
eNA
. (3.47)
Für das freie Elektrolyt (unendlich verdünnt) gilt
µ0k = konst =
Λ0k
eNA
. (3.48)
Die hergeleitete konzentrationsabhängige Ionenmobilität (3.47) wird im nächsten
Schritt in das 2-Zylinder-Modell eingearbeitet. Um der erhöhten Konzentration in
der Nähe der Porenwände Rechnung zu tragen, wird µ0k aus (3.1) durch die konzen-
trationsabhängige Form (3.47) ersetzt und in das Argument des Integrals in (3.38)
gelegt, wodurch sich (3.1) und (3.38) verändern zu
µki = b˜ki (3.49)
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und
b¯ki =
2
c0kr21
∫ ri
0
µ0k(cki(r))cki(r)rdr. (3.50)
Dadurch muss auch die Sternschichtkorrektur (3.5) angepasst werden:
b˜pi =
b¯pi − µ¯pifQ(r2i /r21)
1− fQ , b˜ni = b¯ni (für negativ geladene Oberflächen)
b˜ni =
b¯ni − µ¯nifQ(r2i /r21)
1− fQ , b˜pi = b¯pi (für positiv geladene Oberflächen)
(3.51)
mit
µ¯ki =
2
r2i
∫ ri
0
µ0k(cki(r))rdr (3.52)
der über den Porenquerschnitt gemittelten Ionenmobilität.
Die Formulierung von Chandra et al. (1999) ist, wie (3.41) und (3.40), nur für
geringe Konzentrationen (c0 < 10 mol/m3) gültig. Eine allgemeingültige Lösung
für Λk, die für beliebige Konzentrationen gültig ist, lässt sich nach Chandra et al.
(1999) nur numerisch berechnen. Der Vergleich zwischen allgemeingültigen numeri-
schen Berechnungen (Abbildung 3.4, durchgezogene Linien) und analytischen (ge-
strichelte Linien) nach Onsager (1927) zeigt, dass Konzentrationswerte bis zu ca.
40 mol/m3 (
√
40/1000 = 0.2 auf der X-Achse) eine gute Übereinstimmung liefern
(<2% Abweichung). Typische Labormessungen werden mit <10 mol/m3 (bei 100
mS/m) durchgeführt (z.B Weller et al., 2015) – die Übereinstimmung beträgt in
diesem Bereich >99%. In der Nähe der Porenwände kann die Konzentration jedoch
auch größere Werte einnehmen, so dass sich die Abweichung zur allgemeingültigen
Lösung vergrößert. Um die Rechenzeit im Hinblick auf die spätere numerische Er-
weiterung auf Netzwerke gering zu halten, wurde beschlossen die geschlossene Form
(3.45), anstatt der numerischen Lösung in den Berechnungen zu verwenden.
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Abbildung 3.4: Die totale molare Leit-
fähigkeit, normiert auf die totale mola-
re Grenzleitfähigkeit bei unendlich ver-
dünntem Elektrolyt (Λ/Λ0), über der
Wurzel der Konzentration
√
C, mit C in
mol/L. Für (a) Kaliumchlorid (KCl) und
(b) Natriumchlorid (NaCl). Numerische
Berechnung nach Chandra et al. (1999)
(durchgezogene Linie), analytische Be-
rechnung nach Onsager (1927) (gestri-
chelte Linie) und Messdaten (Vierecke).
Abbildung nach Chandra et al. (1999).
3.2.3. Erweiterung auf physikalische Impedanz und spezifischen Widerstand
Für große Porenradien (ri  λD) kann die EDL vernachlässigt und die Annahme
gemacht werden, dass µ0k(cki) = const = µ0k und cki(r) = const = c0k. Dann wird
(3.50) zu
b¯ki =
2
r21
µ0k
∫ ri
0
rdr, (3.53)
und (3.49) zu
µki = µ0k
r2i
r21
. (3.54)
Das Einsetzen von (3.54) in die Gleichung des Gleichstrom-Grenzfalles (3.32) der 2-
Zylinder-Impedanz und anschließendes Umformen, liefert unter der Verwendung der
allgemeinen Formen der Diffusionskoeffizienten (3.23) und Transportzahlen (3.24):
ZˆDC =
A1
F (c0pzpµ0p + c0nznµ0n)
[
L1
A1
+ L2
A2
]
. (3.55)
Eine genaue Herleitung von (3.55) ist in Anhang A.2 gegeben. In dieser Form ent-
spricht (3.55) der Allgemeinform eines Gleichstromwiderstandes zweier hinterein-
ander geschalteten Zylinder mit den unterschiedlichen Grundflächen Ai = pir2i und
Längen Li, multipliziert mit dem Faktor A1. Somit folgt, für die frequenzabhängige
Impedanz des Marshall-Madden-Modells und des 2-Zylinder-Modells die Normie-
rung
Z(ω) = Zˆ(ω)
A1
, (3.56)
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beziehungsweise für den Gleichstrom-Fall
ZDC =
ZˆDC
A1
, (3.57)
mit Z(ω) und ZDC. Die Normierung erlaubt es die Impedanz in der Einheit Ω zu
berechnen, um die Ergebnisse des Modells mit gemessenen Daten vergleichbar zu
machen.
Für die Berechnung des effektiven spezifischen elektrischen Widerstandes ρeff(ω)
wurde dem 2-Zylinder-Modell, Bairlein et al. (2016) folgend, ein weiterer Zylinder
hinzugefügt, der die nichtleitende Mineralmatrix repräsentiert und der die beiden
Zylinder umhüllt (Abbildung 3.5).
Abbildung 3.5: Das 2-Zylinder-Modell, beste-
hend aus zwei Poren unterschiedlicher Radien r1,
r2 und Längen L1, L2, sowie einem umgebenden,
nichtleitenden Mineralmatrix-Zylinder mit Radi-
us rS und Länge L = L1+L2. Elektrische Doppel-
schicht auf der Innenoberfläche der Poren (blau).
Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Mit (3.56) kann der effektive spezifische elektrische Widerstand ρeff(ω), in Überein-
stimmung mit Bairlein et al. (2016), berechnet werden zu
ρeff(ω) = Z(ω) · AS
L
, (3.58)
mit AS = pirS der Fläche und rS ≥ r1 dem Radius des umgebenden Zylinders und
r1 dem Radius des weiteren der beiden Poren (Porenbauch), sowie L = L1 + L2 der
Gesamtlänge des Porensystems.
3.3. Sensitivitätsanalyse
Die Untersuchung des Zusammenspiels der Modellparameter kann zum besseren Ver-
ständnis des Verhaltens des erweiterten 2-Zylinder-Modells führen. Eine analytische
Betrachtung zeigt z.B. bei den Transportzahlen (3.24) eine Äquivalenz der Ionen-
konzentrationen, -wertigkeiten und -mobilitäten. Das bedeutet, dass eine Erhöhung
einer dieser Größen zu einer Erhöhung der andern beiden äquivalent ist. Diese drei
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Größen tauchen jedoch auch in anderen Termen auf, so geht z.B. die Ionenwertigkeit
im Nenner in die Diffusionskoeffizienten (3.23) ein, während die Ionenmobilität im
Zähler steht und die Ionenkonzentration gar nicht eingeht. Ein anderes Beispiel ist
die Debyelänge (3.35), in die die Ionenwertigkeiten und -konzentrationen eingehen,
jedoch nicht die Ionenmobilität. Numerische Methoden, wie die globale Sensitivitäts-
analyse (GSA) bieten eine Möglichkeit, den Beitrag der Varianz der Input-Parameter
eines Modells zu der Varianz des Modell-Outputs zu quantifizieren. Anders ausge-
drückt, kann durch die Sensitivitätsanalyse bewertet werden, wie sensitiv das Modell
auf bestimmte Parameter reagiert und es können wichtige Input-Parameter von un-
wichtigen getrennt werden. Der Zusammenhang von Varianz und Sensitivität ist in
Abbildung 3.6 zu sehen. Die Varianz des Input-Parameters wird an die Varianz des
Modell-Outputs weitergegeben und durch die Sensitivität des Modells bezüglich des
Input-Parameters skaliert.
Abbildung 3.6: Die Varianz eines Modells über der Varianz eines Input-Parameters,
verknüpft über ihre Sensitivität bezüglich des Output-Parameters für ein hochsen-
sitives und ein niedrigsensitives Modell. Abbildung nach Loucks (2006).
Die Untersuchung eines festen Punktes im Parameterraum mittels der GSA erlaubt
es die Parameter miteinander zu vergleichen, da das Modell ähnliche Sensitivitäten
auf äquivalente Parameter aufweisen muss.
In der GSA haben sich vor allem die varianzbasierten Methoden durchgesetzt. Bei
diesen Methoden wird die Varianz des Modell-Outputs in Anteile zerlegt, welche
den einzelnen Input-Parametern, oder deren Kombinationen, zugeordnet werden
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können. Gegeben sei eine quadratintegrierbare Funktion Y = f(X), wobei X ein
Vektor mit n unabhängigen, gleichverteilten Modell-Parametern X = (X1, ..., Xn)
und Xi ∈ [0, 1] für i = 1, .., n ist. Die Definition von Xi ∈ [0, 1] erfolgt dabei ohne
die Beschränkung der Allgemeinheit und lässt sich innerhalb der Funktion Y auf je-
des beliebige Intervall abbilden. Mehrdimensionale Modell-Funktionen können nach
dem gleichen Verfahren, durch mehrmaliges ausführen der GSA, im Hinblick auf
die anderen Modell-Outputs, untersucht werden. Nach Sobol (1990) kann Y zerlegt
werden zu
Y = f0 +
n∑
i=1
fi(Xi) +
n∑
i<j
fij(Xi, Xj) + · · ·+ f1,...,n(X1, . . . , Xn), (3.59)
mit f0 dem Konstanten Teil des Modells, fi einer Funktion von Xi, fij einer Funk-
tion von Xi und Xj, zweier unterschiedlicher Parameter aus X und so weiter, mit
insgesamt 2n Termen. Durch Quadrieren und anschließender Integration wird (3.59)
zu ∫ 1
0
f 2(X)dX− f 20 =
n∑
s=1
n∑
i1<···<is
∫ 1
0
f 2i1...isdXi1 . . . dXis . (3.60)
Hierbei entspricht der linke Teil der Gleichung der Varianz von Y und der rechte
Teil der zerlegten Varianz-Anteile der Input-Parameter. Demnach folgt, dass
Var(Y ) =
n∑
i=1
Vi +
n∑
i<j
Vij + · · ·+ V1,...,n, (3.61)
mit
Vi = VarXi (EX∼i(Y | Xi))
Vij = VarXij
(
EX∼ij (Y | Xi, Xj)
)
− Vi−Vj
. (3.62)
Hierbei ist Var die Varianz und E der bedingte Erwartungswert. Die Notation X∼i
beschreibt den Vektor aller Input-Faktoren bis auf Xi. Der bedingte Erwartungswert
EX∼i(Y | Xi) beschreibt den Mittelwert von Y über alle möglichen Input-Parameter
X∼i, wobei Xi fest ist. Die Varianz VarXi beschreibt die Varianz bezüglich des Pa-
rameters Xi (Saltelli et al., 2010).
Gleichung (3.61) beschreibt die Zerlegung der Gesamtvarianz der Funktion Y in
Input-Parameter abhängige Anteile, die sowohl die Auswirkungen der einzelnen
Input-Parameter Vi darstellen, als auch die Anteile der Input-Parameter Interak-
tionen Vij und so weiter. Sobol (1990) definiert den Sensitivitätskoeffizienten erster
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Ordnung des i-ten Input-Parameters als
Si =
Vi
Var(Y ) (3.63)
und analog für Sensitivitätskoeffizienten höherer Ordnung. Si beschreibt die Sen-
sitivität der Modell-Funktion im Hinblick auf den Parameter Xi und nimmt einen
Wert zwischen 0 und 1 ein. Wenn keine Interaktion der Parameter stattfindet, so
entspricht die Summe über alle Si gleich 1. Die Interaktion zweier (oder mehrerer)
Parameter beschreiben die Sensitivitätskoeffizienten höherer Ordnung Sij und so
weiter. Sie beschreiben den Anteil an der Modell-Varianz, die durch die Interaktion
der Parameter verursacht wird, zusätzlich zu ihren korrespondierenden Sensitivitäts-
koeffizienten erster Ordnungen.
(3.63) kann durch die Lösung der Integrale in (3.60) berechnet werden. Diese können
durch das Monte-Carlo-Integral
∫ 1
0
f(x) dx ≈ 1
N
N∑
i=1
f(xi). (3.64)
approximiert werden, mit N im Intervall [0, 1] gleichverteilten Punkten x1, . . . , xN .
Für Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung werden so für jeden Input-Parameter
N , im Intervall [0, 1] liegende, zufällige Werte bestimmt, mit denen, bei gleichblei-
benden anderen Input-Parametern, N Simulationsrechnungen durchgeführt werden.
Für Sensitivitätskoeffizienten zweiter Ordnung werden Input-Parameter-Paare vari-
iert, deren Werte gleichverteilt aus dem Intervall [0, 1] bestimmt werden und weitere
N Simulationsrechnungen, bei gleichbleibenden restlichen Input-Parametern, durch-
geführt. Für Sensitivitätskoeffizienten höherer Ordnung analog. Nach Saltelli and
Sobol (1995) ist bei N = 214 eine hinreichende Approximation erreicht.
Um die erweiterte 2-Zylinder-Impedanz (Gleichung (3.56) bzw. Anhang A.3) auf
die Sensitivität bezüglich ihrer Parameter zu testen, wurden für die im Anhang
A.3, Tabelle A.1 aufgelisteten Parameter die Sensitivitätskoeffizienten erster Ord-
nung (3.63) berechnet. Mit den elektrolytischen Parametern pH und η wird im
2-Zylinder-Modell das Zeta-Potential ζ und der Partitions-Koeffizient fQ bestimmt
(3.11 und 3.16). Für die Sensitivitätsanalyse wurden ζ und fQ direkt als Input-
Parameter betrachtet und pH und η nicht verwendet. Die Impedanz wurde bei der
Sensitivitätsanalyse in Ω berechnet, so dass rS in den Berechnungen nicht verwen-
det wurde. Des Weiteren wurde die Konzentrationsabhängigkeit der Ionenmobilität
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(Kapitel 3.2.2) nicht betrachtet. Als die betrachteten Modell-Output Größen wurden
drei Parameter aus der Impedanz (3.56) abgeleitet:
• Die Relaxationszeit τc = 1/(2pifc), (mit Frequenz f = ω/2pi), bei der die
maximale Phasenverschiebung erreicht ist.
• Die maximale absolute Phasenverschiebung ϕmax = |ϕ(fc)|.
• Der Gleichstrom-Widerstand RDC ≈ ρ(f → 10−12 Hz).
Die Phasenverschiebung ist definiert als
ϕ(ω) = arctan
(
Im(Z(ω))
Re(Z(ω))
)
. (3.65)
Die Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung wurden an drei Punkten im Parame-
terraum berechnet. Die Unterscheidung erfolgte bei den geometrischen Parametern
L1, L2, r1 und r2 im Hinblick auf die unterschiedlichen Regime der Porenlängenab-
hängigkeit der Relaxationszeit (WP und SNP). Gleichung (3.21) zu Folge wurde
für das WP-Regime ein kleines Porenlängenverhältnis im Vergleich zum quadrier-
ten Porenradienverhältnis gewählt und für das SNP-Regime der umgekehrte Fall.
Der dritte Fall stellt einen Vergleichspunkt (VP) im geometrischen Parameterraum
dar, der keinem der beiden Regime zugeordnet werden kann, und an dem L1, L2, r1
und r2 gleich sind. Im Punk VP verschwindet der Polarisationseffekt und es gilt
ϕ(ω) = 0. Durch die Bildung des Monte-Carlo Integrals um diesen Punkt herum,
ist es dennoch möglich die Sensitivitätskoeffizienten zu berechnen. Die elektrolyti-
schen Input-Parameter wurden bei allen drei Fällen gleich belassen und die folgen-
den Werte verwendet: Die Ionenmobilität im freien Elektrolyt für beide Ionensorten
µ0k = 10−8 m2/(Vs), welches einer molaren Grenzleitfähigkeit von Λ0k = 0.0096
Sm2/mol entspricht (µ0k = 1eNAΛ0k), und in der Größenordnung von einwertigen Io-
nen liegt, die Ionenkonzentration des undissoziierten Moleküls im freien Elektrolyt
c0 = 1 mol/m3, die Ionenwertigkeiten für beide Ionensorten zk = 1, die Tempera-
tur T = 298.15 K (Raumtemperatur) und relative Permittivität r = 80 (Wasser)
des Fluids, sowie das Zeta-Potential ζ = −0.05 V und der Partitions-Koeffizient
fQ = 0.5. Die verwendeten drei Punkte im Parameterraum sind in Tabelle 3.1 zu
finden und die dazugehörigen SIP-Spektren in Abbildung 3.7 dargestellt.
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Tabelle 3.1: Mittlere Input-Werte X¯, die für die Monte-Carlo-Simulation zur Berech-
nung der Sensitivitätskoeffizienten (3.63) verwendet wurden. Die Sensitivitätsana-
lyse wurde für die Fälle wide pore (WP), short narrow pore (SNP) und einem Ver-
gleichspunkt (VP) durchgeführt, unter der Verwendung von unterschiedlichen geo-
metrischen (oben) und gleichen elektrolytischen (unten) mittleren Input-Parameter-
Werten.
Input-Parameter Einheit WP SNP VP
r1 µm 1 1 1
r2 µm 0.1 0.1 1
L1 µm 100 1000 1
L2 µm 10 0.5 1
µ0p m2/(Vs) 10−8 10−8 10−8
µ0n m2/(Vs) 10−8 10−8 10−8
c0 mol/m3 1 1 1
zp - 1 1 1
zn - 1 1 1
T K 298,15 298,15 298,15
r - 80 80 80
ζ V -0.05 -0.05 -0.05
fQ - 0.5 0.5 0.5
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Abbildung 3.7: SIP-Spektren der drei Punkte im Parameterraum WP, SNP und VP
aus Tabelle 3.1. Absolute Impedanz |Z| (oben) und absolute Phasenverschiebung
|ϕ| (unten) über der Frequenz f = ω/2pi. Betrachtete Modell-Output Größen: Re-
laxationszeit τc = 1/(2pifc), maximale absolute Phasenverschiebung ϕmax = |ϕ(fc)|
und Gleichstrom-Widerstand RDC ≈ ρ(f → 10−12 Hz). Für VP ist ϕmax und τc nicht
definiert.
Die Input-Parameter (Tabelle 3.1) wurden um 1% ihres Wertes ausgelenkt um die
Sensitivität des Modells an den drei Vergleichspunkten ermitteln zu können. Die
Wahl des Auslenkungsgrades hat nur einen geringen Einfluß auf die berechneten
Sensitivitätskoeffizienten Si, da es sich um relative Werte handelt. Jedoch sollte die
Auslenkung eher klein gewählt werden, um mögliche nichtlineare Effekte der Mo-
dellfunktion gering zu halten. Die Zufallswerte der Monte-Carlo-Simulation nehmen
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Werte im Intervall [0.09X¯, 1.01X¯] an, mit X¯ dem jeweiligen untersuchten mittleren
Wert im Parameterraum (Tabelle 3.1). Die Verwendung von rationalen Zahlen als
Werte der Ionenwertigkeiten liegt z.B. in der Mischungen von unterschiedlichen Elek-
trolyten begründet, welche zwar nicht Teil dieser Arbeit sind, in der Realität jedoch
vorkommen können. Die Berechnung der Sensitivitätskoeffizienten (3.63) erfolgte
mittels des MATLAB® Frameworks „Global Sensitivity Analysis Toolbox“ (GSAT)
nach Cannavo (2012), wobei die 50%-Vertrauensintervalle eSi der Sensitivitätskoef-
fizienten Si nach Homma and Saltelli (1996) berechnet wurden.
3.3.1. Diskussion
Die Ergebnisse der Berechnung der Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung für die
in Tabelle 3.1 aufgeführten Fälle sind in den Abbildungen 3.8, 3.9, 3.10, für den Fall
VP, in den Abbildungen 3.11, 3.12, 3.13, für den Fall SNP und in den Abbildungen
3.14, 3.15, 3.16, für den Fall WP aufgeführt.
Die Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si stellen den relativen Anteil der Pa-
rameter an der Gesamtvarianz der jeweilig betrachteten Output-Größe ( RDC, ϕmax
oder τc) dar. Die Fehler von Si sind als 50%-Vertrauensintervalle eSi angegeben. Für
alle Fälle, bis auf VP, ϕmax und VP, τc, ergab die Sensitivitätsanalyse
∑
Si ≈ 1, so
dass man schlussfolgern kann, dass die Interaktion zwischen den Input-Parametern
dort vernachlässigbar ist.
Vergleichspunkt (VP):
Die Analyse des Vergleichspunktes (L1 = L2 = r1 = r2 = 1 µm) liefert einen grund-
legenden Überblick über die Auswirkungen der Input-Parameter-Variation bezüglich
des Gleichstrom-Widerstandes RDC (Abbildung 3.8), der maximalen Phasenverschie-
bung ϕmax (Abbildung 3.9) und der Relaxationszeit τc (Abbildung 3.10).
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Für den Fall VP, bezüglich RDC Si eSi
L1 0.0559 0.000852
L2 0.0559 0.000853
r1 0.212 0.00322
r2 0.212 0.00323
µ0p 0.0646 0.000985
µ0n 0.0477 0.000729
c0 0.212 0.00323
zp 0.0536 0.00082
zn 0.0535 0.000821
T 0.00131 2e-05
r 0.000175 2.67e-06
ζ 0.00234 3.57e-05
fQ 0.000941 1.44e-05
Summe 0.972 0.0148
Abbildung 3.8: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich RDC. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1,
für den Fall VP.
Gleichstrom-Widerstand RDC:
Der Gleichstrom-Widerstand RDC (Abbildung 3.8) wird, analog zu einem System
aus zwei Zylindern, welche mit einem leitenden Elektrolyt befüllt sind, sowohl von
der Geometrie des Porensystems, als auch von der Elektrolytleitfähigkeit bestimmt.
Diese ist hauptsächlich von der Konzentration c0 abhängig, aber auch von den Io-
nenwertigkeiten zk und -mobilitäten µ0k, welche sich zu ähnlich gleichen Anteilen am
Gleichstrom-Widerstand auswirken, und daher als hinreichend äquivalent bezüglich
RDC betrachtet werden können. Bei der Ionenmobilität zeigt sich eine leichte Ver-
schiebung der Anteile hin zu µ0p. Sowohl zk als auch µ0k sind für beide Ionensorten
in ihren Anteilen gleichwertig, wie es auch bei der Berechnung einer Elektrolytleitfä-
higkeit zu erwarten wäre. Die restlichen elektrolytischen Parameter wirken sich nicht
auf RDC aus. Bei den geometrischen Parametern zeigt sich, dass sich die Porenradien
deutlich stärker auf RDC auswirken als die Porenlängen, was auch zu erwarten ist,
da Porenradien quadratisch bei der Berechnung der Fläche eingehen.
Eine beispielsweise Berechnung des Sensitivitätskoeffizienten zweiter Ordnung Szp,zn =
0.028 zeigt den reinen Anteil der Interaktion von zp und zn an der Bestimmung
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von RDC. Dies ist im Term m0/Gp begründet, der in der Gleichung (3.32) der
Gleichstrom-Impedanz ungleich Null ist, wenn gilt tk1 6= tk2. In diesem Fall gehen
auch die Relaxationszeiten τci in die Berechnung ein, und damit auch die Allgeme-
inform von Dpi mit zp, dessen Anteil dadurch nichtlinear vergrößert wird.
Für den Fall VP, bezüglich ϕmax Si eSi
L1 0.000259 0.133
L2 0.000259 0.133
r1 0.143 73.4
r2 0.143 73.4
µ0p 0.000259 0.133
µ0n 0.000259 0.133
c0 0.000417 0.215
zp 0.000263 0.135
zn 0.000162 0.0834
T 0.00061 0.314
r 0.000148 0.076
ζ 0.000357 0.184
fQ 0.000294 0.151
Summe 0.289 148
Abbildung 3.9: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich ϕmax. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1,
für den Fall VP.
Maximale Phasenverschiebung ϕmax:
Die absolute maximale Phasenverschiebung ϕmax (Abbildung 3.9) wird fast aus-
schließlich von den Porenradien ri dominiert. Der künstlich gewählte Vergleichspunkt
(L1 = L2 = r1 = r2 = 1µm) stellt einen Punkt im Parameterraum dar, bei dem,
aufgrund von gleichen Porenradien, kein Polarisationseffekt stattfindet, und auch
keine Phasenverschiebung gemessen werden kann. Eine leichte Auslenkung einer der
Radien sorgt dementsprechend für eine messbare Phasenverschiebung. Dieser Effekt
überlagert nahezu komplett den Effekt der anderen Parameter. Bei den elektroly-
tischen Parametern ist zu erkennen, dass die Anteile der Ionenmobilitäten µ0k und
Ionenwertigkeiten zk beider Ionensorten gleich groß sind, und die beiden Größen in
diesem Fall als äquivalent betrachtet werden können.
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Die Summe aller Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung ist mit 0.289 deutlich klei-
ner als 1, was darauf hindeutet, dass Effekte höherer Ordnung, also die Interaktion
zwischen den einzelnen Parametern, einen deutlich höheren Stellenwert einnehmen.
Die Berechnung des Sensitivitätskoeffizienten zweiter Ordnung Sr1,r2 = 0.71 zeigt,
dass mit der Interaktion beider Porenradien untereinander der Rest der Sensitivität
erklärt werden kann. Dies ist auch zu erwarten, da die Stärke des Polarisationseffek-
tes maßgeblich durch das Verhältnis der beiden Porenradien zu einander bestimmt
wird und sich in dem Gleichgewichtspunkt r1 = r2 am stärksten auswirkt.
Die relativ großen Unsicherheiten eSi in der Berechnung aller Sensitivitätskoeffizien-
ten lassen sich mit dem Gleichgewichtszustand am Punkt VP und dem numerischen
Rauschen erklären. Eine leichte Auslenkung einer der Parameter an dieser Stelle hat
eine starken Anstieg der absoluten Phasenverschiebung zur Folge, die am Punkt VP
im Idealfall Null ist.
Für den Fall VP, bezüglich τc Si eSi
L1 0.169 1.13e+03
L2 0.169 1.13e+03
r1 0.0132 87.7
r2 0.0111 74.3
µ0p 0.037 246
µ0n 0.0527 351
c0 0.00232 15.5
zp 0.176 1.17e+03
zn 0.00151 10
T 0.15 1e+03
r 0.0032 21.3
ζ 0.00415 27.6
fQ 0.0035 23.3
Summe 0.793 5.29e+03
Abbildung 3.10: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich τc. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1, für
den Fall VP.
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Relaxationszeit τc:
Die Relaxationszeit τc ist, wie die maximale Phasenverschiebung ϕmax für den Gleich-
gewichtspunkt VP nicht definiert. Eine Auslenkung der Input-Parameter um den
Gleichgewichtspunkt herum, erlaubt es trotzdem Sensitivitätskoeffizienten zu be-
rechnen.
Die Sensitivität der Relaxationszeit τc (Abbildung 3.10) hängt zu gleichen Ma-
ßen von L1 wie von L2 ab, wie es zu erwarten ist, da der Gleichgewichtspunkt
(L1 = L2 = r1 = r2 = 1µm) so gewählt worden ist, dass dieser weder dem Fall
SNP noch WP zuzuordnen ist, und demzufolge die Relaxationszeit weder nur von
L1 noch nur von L2 bestimmt wird. Auf der Seite der elektrolytischen Parametern
ist zu erkennen, dass die Anteile der Temperatur T und der Kationenwertigkeit zp
gleich stark sind wie die Anteile der Porenlängen, wohingegen die Anionenwertigkeit
zn einen vernachlässigbaren Anteil aufweist, wobei die große Temperaturabhängig-
keit im Diffusionskoeffizienten begründet ist, der eine Abhängigkeit von T aufweist.
Die Asymmetrie der Abhängigkeit von zp und zn wird am Ende des Kapitels sepa-
rat behandelt. Bei den Ionenmobilitäten lässt sich eine leichte Verschiebung hin zu
µ0n erkennen. Diese Asymmetrie der elektrolytischen Parametern wird im Anschluss
der Diskussion gesondert untersucht. Sowohl bei der maximalen Phasenverschiebung
ϕmax als auch hier sind die Anteile der Parameter der EDL (fQ, ζ und r) vernach-
lässigbar gering, da in dem gewählten Parameterraumpunkt die Porenradien ri = 1
µm deutlich größer sind als die Debyelänge λD ≈ 10nm.
Die Summe der Sensitivitätskoeffizienten ist mit 0.793 kleiner als 1. Die beispielswei-
se Berechnung des Sensitivitätskoeffizienten zweiter Ordnung Sr1,r2 = 0.1 zeigt, dass
die Interaktion beider Porenradien untereinander einen großen Teil der restlichen
Sensitivität erklären kann.
Short narrow pore (SNP) Regime:
Der untersuchte Parameterpunkt (L1 = 1000 µm, L2 = 0.5 µm, r1 = 1 µm, r2 = 0.1
µm) wurde gewählt, um der Gleichung (3.21) im SNP Regime zu genügen. Das Ver-
hältnis des Porenhalsradius zur Debyelänge r2/λD ≈ 10 ist hierbei um den Faktor
10 kleiner als im Fall VP. Im Folgenden werden die Unterschiede der Sensitivitäten
zum Fall VP diskutiert.
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Für den Fall SNP, bezüglich RDC Si eSi
L1 0.142 0.00217
L2 6.77e-05 1.04e-06
r1 0.536 0.00798
r2 0.00082 1.25e-05
µ0p 0.0459 0.0007
µ0n 0.0314 0.000479
c0 0.146 0.00222
zp 0.0367 0.000562
zn 0.0367 0.000562
T 0.000909 1.39e-05
r 6.91e-05 1.06e-06
ζ 0.00166 2.55e-05
fQ 0.000602 9.21e-06
Summe 0.978 0.0147
Abbildung 3.11: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich RDC. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1,
für den Fall SNP.
Gleichstrom-Widerstand RDC:
Die Sensitivitätsanteile der geometrischen Parameter zeigen, dass der Gleichstrom-
Widerstand RDC (Abbildung 3.11) maßgeblich von dem weiten und langen Poren-
bauch dominiert wird. Bei den elektrolytischen Parametern ist, im Gegenteil zu Fall
VP, der Unterschied zwischen den Anteilen der Ionenmobilitäten µ0k und Ionenwer-
tigkeiten zk nicht mehr zu vernachlässigen, und die beiden Größen in diesem Fall
nicht als äquivalent anzusehen. Die Anteile von zk sind gleich, wohingegen µ0p etwas
größer ist als zk, und µ0n etwas kleiner. Die Begründung liegt in dem engen und
kurzen Porenbauch. Das Verhältnis r2/λD ist hier kleiner als in VP und der Anteil
der EDL bei der Berechnung von RDC ist dadurch größer und damit auch der Anteil
der Sternschicht-Leitfähigkeit, die (im Fall von negativem Zeta-Potential ζ) von den
Kationen getragen wird.
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Für den Fall SNP, bezüglich ϕmax Si eSi
L1 0.0383 0.0174
L2 0.0383 0.0174
r1 0.2 0.0908
r2 0.493 0.223
µ0p 0.00317 0.00144
µ0n 0.00319 0.00145
c0 0.016 0.00726
zp 0.0164 0.00745
zn 0.0164 0.00743
T 0.0364 0.0165
r 0.016 0.00727
ζ 0.101 0.0459
fQ 0.0173 0.00783
Summe 0.996 0.452
Abbildung 3.12: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich ϕmax. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1,
für den Fall SNP.
Maximale Phasenverschiebung ϕmax:
Die Sensitivitätsanalyse der absoluten maximalen Phasenverschiebung ϕmax (Abbil-
dung 3.12) zeigt, dass der Radius des Porenhalses r2 dominant ist, da das Verhältnis
r2/λD ≈ 10 deutlich kleiner als das Verhältnis r1/λD ≈ 100 ist. Dadurch geht die
EDL bei der Variation von r2 stärker in die Berechnung der Transportzahlen ein,
die den Polarisationseffekt variieren. Die Porenlängen Li haben den gleichen Anteil,
der deutlich kleiner als der der Porenradien ist. Bei den elektrolytischen Parametern
zeigt sich, dass die Ionenmobilitäten µ0k und -wertigkeiten zk für beide Ionensorten
gleichwertig sind, jedoch der Anteil der Ionenwertigkeiten zk höher ist im Vergleich
zu den Ionenmobilitäten µ0k. Der höhere Anteil von zk im Vergleich zu µ0k ist zu
erwarten, da zk in die Berechnung der EDL in der Debyelänge λD eingeht und µ0k
nicht. Durch die größere Bedeutung der EDL in diesem Fall, haben die EDL Para-
meter (fQ, ζ und r) hier einen größeren Anteil an der Sensitivität als im Fall VP.
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Für den Fall SNP, bezüglich τc Si eSi
L1 0.0015 0.000753
L2 0.101 0.0507
r1 0.391 0.196
r2 0.425 0.213
µ0p 0.000394 0.000197
µ0n 0.0236 0.0118
c0 0.000801 0.000401
zp 0.0209 0.0104
zn 0.000976 0.000488
T 0.0158 0.00793
r 0.0017 0.000852
ζ 0.00192 0.000959
fQ 0.00258 0.00129
Summe 0.988 0.494
Abbildung 3.13: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich τc. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1, für
den Fall SNP.
Relaxationszeit τc:
Im Vergleich zum Fall VP hängt die Relaxationszeit τc (Abbildung 3.13) maßgeblich
von L2 ab. Zusätzlich haben die Porenradien ri an diesem Punkt im Parameterraum
einen großen, gleichwertigen Anteil an der Sensitivität. Die Abhängigkeit von τc von
L2 und den Porenradien ri im Fall SNP, zeigten auch Hördt et al. (2017) analytisch:
τSNP = L22
(
r1
r2
)4 1 + α2
16D0β2
, (3.66)
mit τSNP der Relaxationszeit im Fall SNP, D0 = Dp = Dn dem Diffusionskoeffizien-
ten für beide Ionensorten sowie α2 = b˜p2/b˜n2 und β2 = b˜p2b˜n2 einem Effektivitäts-
respektive Schiefeparameter.
Bei den elektrolytischen Parametern lässt sich erkennen, dass die Temperatur T
und die Anionenmobilität µ0n gleichwertig sind. Wie bei VP geht die Kationenwer-
tigkeit zp mit einem ähnlichen Anteil wie T ein, während die Anionwertigkeit zn
vernachlässigbar klein ist. Der Anteil der Anionenmobilität µ0n ist hier deutlich hö-
her als der der Kationenmobilität µ0p.
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Wide pore (WP) Regime:
Der untersuchte Parameterpunkt (L1 = 100 µm, L2 = 10 µm, r1 = 1 µm, r2 = 0.1
µm) wurde gewählt um der Gleichung (3.21) im WP Regime zu genügen. Das Ver-
hältnis des Porenhalsradius zur Debyelänge r2/λD ≈ 10 ist hierbei um den Faktor
10 kleiner als im Fall VP.
Für den Fall WP, bezüglich RDC Si eSi
L1 0.00352 5.38e-05
L2 0.138 0.0021
r1 0.0138 0.00021
r2 0.392 0.00587
µ0p 0.1 0.00153
µ0n 0.0132 0.000202
c0 0.138 0.00211
zp 0.0264 0.000403
zn 0.0263 0.000402
T 0.0354 0.000543
r 0.00337 5.16e-05
ζ 0.0624 0.00095
fQ 0.0242 0.000369
Summe 0.977 0.0148
Abbildung 3.14: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich RDC. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1,
für den Fall WP.
Gleichstrom-Widerstand RDC:
Die Sensitivität des Gleichstrom-Widerstand RDC (Abbildung 3.14) ist in diesem
Fall, im Gegensatz zum Fall SNP, durch den engen und kurzen Porenhals dominiert.
Dies hat als Ursache, dass die Porenbauchlänge L1 im Vergleich zu SNP deutlich
kleiner ist und ihre Variation keinen starken Beitrag liefert. Anteilsmäßig gewinnt
der Porenhals an Bedeutung und somit die EDL. Das äußert sich auch in den EDL
Parametern (fQ, ζ und r), die hier einen größeren Anteil einnehmen. Noch deut-
licher als im Fall SNP zeigt sich hier die größere Abweichung von µ0k zu zp, mit
µ0p > zk und µ0n < zk.
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Für den Fall WP, bezüglich ϕmax Si eSi
L1 0.0485 0.00605
L2 0.0485 0.00605
r1 0.114 0.0142
r2 0.00412 0.000514
µ0p 0.00717 0.000894
µ0n 0.00716 0.000894
c0 0.0405 0.00505
zp 0.0411 0.00513
zn 0.0411 0.00513
T 0.157 0.0195
r 0.0405 0.00505
ζ 0.356 0.0445
fQ 0.088 0.011
Summe 0.994 0.124
Abbildung 3.15: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich ϕmax. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1,
für den Fall WP.
Maximale Phasenverschiebung ϕmax:
Bei den geometrischen Parametern zeigt sich, dass die absolute maximale Phasen-
verschiebung ϕmax (Abbildung 3.15), im Gegensatz zum Fall SNP, durch den Po-
renbauchradius dominiert ist. Die großen Anteile der EDL Parameter (fQ, ζ und r)
zeigen die große Bedeutung der EDL für ϕmax in diesem Fall auf. Das Zeta-Potential
ζ weist mit 36% den größten Anteil aller Parameter auf, gefolgt von der Tempera-
tur T mit 16% Anteil. Wie im Fall SNP sind die Anteile der Ionenwertigkeiten µ0k
kleiner als die von zk, wobei beide Größen für beide Ionensorten denselben Anteil
aufweisen.
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Für den Fall WP, bezüglich τc Si eSi
L1 0.491 0.317
L2 0.00608 0.00393
r1 0.0109 0.00703
r2 0.00981 0.00633
µ0p 0.0326 0.0211
µ0n 0.048 0.031
c0 0.00542 0.0035
zp 0.165 0.106
zn 0.0037 0.00239
T 0.134 0.0864
r 0.00302 0.00195
ζ 0.00524 0.00339
fQ 0.00779 0.00503
Summe 0.922 0.595
Abbildung 3.16: Sensitivitätskoeffizienten erster Ordnung Si (Tabelle, links, sowie
Torte) und 50%-Vertrauensintervalle eSi (Tabelle, rechts), der betrachteten Input-
Parameter bezüglich τc. Berechnet nach (3.63) mit den Werten aus Tabelle 3.1, für
den Fall WP.
Relaxationszeit τc:
Im Vergleich zum Fall VP hängt die Relaxationszeit τc (Abbildung 3.16) maßgeblich
von L1 ab, wie es nach Bücker and Hördt (2013b) beim WP Regime zu erwarten ist:
τLNP = τWP ≈ 0.1L
2
1
D0
(3.67)
Ebenso wie im Fall SNP, geht die Temperatur T und die Kationenwertigkeit zp zu
gleich großen Werten ein, während die Anionwertigkeit zn vernachlässigbar klein ist.
Die Anionenmobilität µ0n ist hier ebenso wie im Fall SNP größer als die Kationen-
mobilität µ0p.
Zusammenfassung:
Die Sensitivität der drei Output-Größen Gleichstrom-Widerstand RDC, absolute ma-
ximale Phasenverschiebung ϕmax und Relaxationszeit τc wurde im Bezug zu den
Input-Parametern, die in Tabelle 3.1 angegeben sind, untersucht. Das Verhalten der
geometrischen Input-Parameter Li und ri entspricht dem, wie es für die drei Fälle
SNP, WP und VP zu erwarten ist.
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Zu der Äquivalenz und der Wichtigkeit der nicht-geometrischen Input-Parameter
lassen sich folgende Aussagen treffen:
Wichtigkeit der nicht-geometrischen Parameter:
• Der Parameter c0 bestimmt maßgeblich RDC, ζ bestimmt maßgeblich ϕmax und
zp bestimmt maßgeblich τc
• Die EDL Parameter (fQ, ζ und r) haben einen vernachlässigbaren Einfluss
auf τc
• Mit zunehmender Bedeutung der EDL haben die EDL Parameter einen zu-
nehmenden Einfluss auf RDC und ϕmax
• Die elektrolytischen Parameter zk, µ0k und c0 bestimmen zum großen Teil RDC
• Bezüglich ϕmax ist die Bedeutung von zk und µ0k für beide Ionensorten gleich
• Mit zunehmender Bedeutung der EDL wird die Bedeutung von µ0p bezüglich
RDC größer und von µ0n kleiner
Äquivalenz der nicht-geometrischen Parameter:
• Bei Vernachlässigung der EDL ist µ0k äquivalent zu zk bei RDC und ϕmax,
jedoch nicht bei τc
• Mit zunehmender Bedeutung der EDL weicht die Bedeutung von µ0k von der
von zk ab und beide Größen können nicht als äquivalent betrachtet werden
• Bezüglich τc ist T äquivalent zu zp
Die Betrachtung aller drei Fälle zeigt, dass nur im Spezialfall von gleich großen
Poren eine Äquivalenz der Ionenwertigkeiten und -mobilitäten gegeben ist. Im All-
gemeinfall lassen sich keine Äquivalenzen angeben.
Eine Asymmetrie zeigt sich bei den Ionenmobilitäten bezüglich des Gleichstrom-
Widerstandes RDC. Mit zunehmender Bedeutung der EDL, sowie negativem ζ,
nimmt die Bedeutung von µ0p zu und die von µ0n ab. Eine weitere Asymmetrie
zeigt sich bei den Ionenwertigkeiten bezüglich der Relaxationszeit τc und wird nach-
folgend behandelt.
60
3.3. Sensitivitätsanalyse
Asymmetrie der Ionenwertigkeiten und -mobilitäten bezüglich der Re-
laxationszeit τc:
Die Sensitivitätsanalyse der Relaxationszeit ergab eine starke Asymmetrie bezüg-
lich der Ionensorten. Die Relaxationszeit τc ist zu gleichen Maßen von T und zp
abhängig, jedoch nicht von zn. Die Ursache lässt sich in der Gleichung der Relaxati-
onszeiten (3.6) finden, die nach Bücker and Hördt (2013b) zu einer symmetrischen
Form umgeschrieben werden kann:
τi =
L2i
8Dpitni
= L
2
i (Dpi +Dni)
8DpiDni
. (3.68)
Diese Symmetrie geht jedoch verloren, wenn die allgemeingültigen Formen der Dif-
fusionskoeffizienten (3.23) und der Relaxationszeiten (3.24) verwendet wird:
τi =
L2i (DpiGp +DniGn)
8DpiDniGn
, (3.69)
mit Gk = c0kzk2 aus (3.34). Die Evaluation von (3.69) ist für zk = 1 ± 0.01 in
Abbildung 3.17 zu sehen und zeigt eine signifikant stärkere Abhängigkeit von zp.
Abbildung 3.17: Relaxationszeit
τc in Abhängigkeit der Ionen-
wertigkeiten zp und zn. Berech-
net nach (3.6), mit Li = 100
µm, µki = 10−8 m2/(Vs) und
c0k = 1 mol/m3, unter der Ver-
wendung der allgemeingültigen
Formen der Diffusionskoeffizien-
ten (3.23) und Transportzahlen
(3.24).
Bei der Erweiterung des Modells auf mehrwertige Elektrolyte (Kapitel 3.2.1) wurde
nur der Gleichstrom-Fall betrachtet. Um die Asymmetrie bezüglich der Relaxations-
zeit τc aufzulösen, muss das Modell auch bezüglich der Polarisierbarkeit, und somit
der Relaxationszeiten, auf mehrwertige Elektrolyte erweitert werden. Hierzu muss
die Herleitung des Ursprungsmodells nach Marshall and Madden (1959) untersucht
und an den signifikanten Stellen erweitert werden.
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Das erweiterte 2-Zylinder-Modell (Kapitel 3) ist in der Lage SIP-Spektren zu produ-
zieren, die einen großen Bereich abdecken (Hördt et al., 2017), welcher auch den ein-
schließt, der in Labormessungen gemessen wird (z.B. Kruschwitz et al., 2016). Abbil-
dung 4.1 zeigt exemplarisch SIP Spektren von vier unterschiedlichen Ausführungen
des 2-Zylinder-Modells. Diese unterscheiden sich in ihren geometrischen Parametern,
während die elektrolytischen Parameter gleich belassen worden sind (Tabelle 4.1).
Die Werte wurden gewählt, um einen späteren Vergleich mit Labormessungen zu
ermöglichen (Kapitel 4.4). Die Phasenspektren zeigen typische Verläufe mit einer
ansteigenden absoluten Phase, einem Peak ϕmax, bei der Relaxationszeit τc = 1/ωc
und einem anschließenden Abfall.
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Abbildung 4.1: SIP-Spektren von 4 Porenkombinationen (PC) mit unterschiedlichen
geometrischen Parametern (ri, Li und rS = 1.4 r1) und gleichen elektrolytischen
Parametern (Tabelle 4.1). Absoluter spezifischer Widerstand |ρ| (durchgezogene Li-
nien) und absolute Phasenverschiebung |ϕ| (gestrichelte Linien). Abbildung nach
Stebner et al. (2017).
Tabelle 4.1: Zusammenfassung der elektrolytischen Parameter und ihrer Werte die,
wenn nicht anders angegeben, in dieser Arbeit verwendet werden. Mit Ionenmobili-
täten µ0k = 1eNAλ0k aus den molaren Grenzleitfähigkeiten. Werte für * wurden mit
Gleichung (3.11) und (3.16) berechnet. Tabelle nach Stebner et al. (2017).
Symbol Beschreibung Wert
c0 Ionenkonzentration des undissoziierten Moleküls
im freien Elektrolyt 8 mol/m3
pH pH 6
µ0p Kationenmobilität 5.193 · 10−8 m2/(Vs)
µ0n Anionenmobilität 7.960 · 10−8 m2/(Vs)
zk Kationen- und Anionenwertigkeit 1
T Temperatur 298 K
η Dynamische Viskosität des Fluids 0.001 (Ns)/m2
r Permittivität des Fluids 80
ζ Zeta-Potential* -0.0443 V
fQ Partitions-Koeffizient* 0.4151
Ein Vergleich der vom erweiterten 2-Zylinder-Modell simulierten SIP-Spektren mit
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gemessenen realer poröser Medien erweist sich als schwierig. Das Modell berechnet
ein SIP-Spektrum für eine bestimmte Porenkombination, die aus einem Porenbauch
und einem Porenhals besteht. Ein reales poröses Material weißt jedoch eine unter-
schiedlich beschaffene mikroskopische Struktur auf, die, sofern eine Porenstruktur
angenommen werden kann, ein breites Spektrum an unterschiedlichen Porenradien
und Porenlängen, und somit unterschiedliche Porenkombinationen, aufweisen kann.
Aus diesem Grund wurde im Rahmen dieser Arbeit ein auf Impedanznetzwerken
basierendes Netzwerkmodell formuliert, für welches sowohl petrophysikalische Ei-
genschaften, wie Porosität (Poren- zum Gesamtvolumen) oder spezifische innere
Oberfläche (Porenoberfläche zum Gesamtvolumen), als auch SIP Spektren berech-
net werden können. Als Grundlage der Porenverteilung des Netzwerkes wurden reale
Messdaten von Sandsteinen verwendet.
4.1. Impedanznetzwerke
Als einen nächsten Schritt in Richtung realer Materialien wurden viele Impedan-
zen des erweiterten 2-Zylinder-Modells, jeweils mit unterschiedlichen geometrischen
und gleichen elektrolytischen Parametern, zu einem Impedanznetzwerk zusammen-
geschlossen (Abbildung 4.2). Dieses repräsentiert einen Teil des realen Materials,
der stellvertretend für das gesamte Material steht.
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Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Porenkombinationen (PC) aus Abbil-
dung 4.1, gleichverteilt in einem 3D-Impedanznetzwerk. Abbildung nach Stebner
et al. (2017).
Traditionelle Netzwerkkonzepte (z.B. Blunt et al., 2013; Dong and Blunt, 2009) ver-
wenden ein Porensystem bestehend aus Porenbäuchen die mit mehreren Porenhälsen
untereinander verbunden sind. Hierbei werden die Porenbäuche mittels eines ‘maxi-
mum inscribed sphere’ Algorithmus aus Porenradienverteilungen bestimmt, die mit
Micro-Computer-Tomografie (µ-CT) gemessen wurden. Dieses Konzept lässt sich
nicht auf das 2-Zylinder-Modell übertragen, da hier immer ein Porenbauch mit einem
einzigen Porenhals verbunden wird. Aus diesem Grund besteht das Impedanznetz-
werk aus einer Anzahl von Knotenpunkten, die durch die 2-Zylinder-Impedanzen
(jeweils mit einem Porenhals und -bauch) miteinander verbunden sind. Dabei sind
die Knotenpunkte ideal leitend und nicht polarisierend. Anstatt der verbindenden
2-Zylinder-Impedanzen (3.56) können an dieser Stelle auch die spezifischen Wider-
stände (3.58) verwendet werden, um den gesamten spezifischenWiderstand des Netz-
werkes zu berechnen. Diese Art der Berechnung des spezifischen Widerstandes wird
detailliert in Kapitel 5.4 diskutiert.
Die Anzahl der Nachbarn eines Knotenpunktes die durch die Impedanzen mit ihm
verbunden sind, kann beliebig gewählt werden. Sie hat keine Auswirkung auf die
prinzipielle Berechnung der Gesamtimpedanz. Der einfachste Fall ist ein quadrati-
sches (2D) oder ein kubisches Netzwerk (3D) mit 4 respektive 6 Nachbarn (Batrouni
and Hansen, 1988; Raoof and Hassanizadeh, 2010). Andere Arbeiten schlagen zu-
sätzliche diagonale Verbindungen zu nicht benachbarten Knoten vor (Raoof and
Hassanizadeh, 2010), oder einen fraktalen Aufbau (Bahr, 1997). Für diese Arbeit
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wurden einfache quadratische und kubische Netzwerke verwendet.
Die in dieser Arbeit vorgeschlagene Netzwerkkonstruktion unterscheidet sich zu be-
reits vorhandenen, sich mit Widerstandsnetzwerken beschäftigten, Arbeiten (z.B.
Bahr, 1997; Bigalke, 1999): Die hier vorgestellte Konstruktion lässt auch eine Be-
rechnung der Impedanz zu, die, auf der Membranpolarisation basierend, zusätzlich
eine Verknüpfung mit Porenraumeigenschaften erlaubt.
Ein Netzwerk mit der Dimension D = 2, 3 der Kantenlänge l > 1 besteht aus
n = lD (4.1)
inneren Knoten, die durch Impedanzen miteinander verbunden sind. Um ein an-
gelegtes elektrisches Feld zu simulieren, werden an zwei gegenüberliegenden Seiten
des Netzwerkes zusätzliche äußere Randknoten mit positivem und negativem Po-
tential modelliert (Abbildung 4.3). An den restlichen Seiten des Netzwerkes wurden
keine anliegenden Potentiale angenommen. Diese Konstruktion ähnelt der, die in
Laborversuchen verwendet wird, wo jedoch meist Zylinder (anstelle von Würfeln)
verwendet werden.
Abbildung 4.3: Beispiel eines Netzwerkes mit der DimensionD = 2 und Kantenlänge
l = 3, bestehend aus 9 inneren Knoten (Kreise) und 6 Randknoten (a, b, c oben
und d, e, f unten) mit Potential + und –. Die inneren Knoten sind unter sich und
mit den Randknoten durch Impedanzen miteinander verbunden. Beispielknoten g
verbunden mit 4 Nachbarknoten durch Impedanzen mit der komplexen Leitfähigkeit
σgh. Abbildung modifiziert nach Stebner et al. (2017).
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Die Gesamtzahl m der im Netzwerk eingebauten Impedanzen ist
m = DlD − l(D−1)(D − 2) (4.2)
und skaliert mit O(lD = n).
Die Berechnung der Gesamtimpedanz des Netzwerkes erfolgt durch die numerische
Relaxierung des durch das äußere Potential unter Spannung gesetzten Netzwerkes.
Hierbei wird ein lineares Gleichungssystems gelöst, welches sich aus dem Kirch-
hoff’sche Gesetz ergibt:
uˆ∑
h=1
σgh(ω)
(
Vˆg − Vˆh
)
= 0, (4.3)
für jeden Knoten g = (1, ..., n) und seine Nachbarn h = (1, ...., uˆ), mit der Leitfä-
higkeit σgh(ω) = 1ρgh(ω) als Kehrwert des spezifischen Widerstandes aus (3.58) (bzw.
der Admittanz σgh(ω) = 1Zgh(ω) als Kehrwert der Impedanz aus (3.56)) und Vˆg,h der
Potentiale der Knoten. uˆ ist hierbei die Anzahl der Nachbarn. Es gilt uˆ = 2D für
Knoten, die vollständig von Nachbarknoten umgeben sind, uˆ = D + 1 für Knoten
am Rand, und uˆ = D für Knoten in den Ecken. Die Verteilung von σgh innerhalb des
Netzwerkes kann beliebig gewählt werden und wird für den Fall realistischer Netz-
werke in Kapitel 4.3 ausführlich untersucht. Das Gleichungssystem (4.3) besitzt n
Gleichungen und kann in der Matrixschreibweise formuliert werden zu:
D · Vˆ = B. (4.4)
Hierbei ist D eine n×n Matrix, die aus Leitfähigkeiten aufgebaut ist, B ein Vektor
der Größe n mit 2l(D−1) Elementen ungleich Null, der aus den Randknotenpotentia-
len und der verbundenen Leitfähigkeiten aufgebaut ist und Vˆ ein Vektor der Größe
n mit den Potentialen der inneren Knoten Vˆg. Die Lösung des Gleichungssystems
(4.4) liefert Vˆ und der spezifische Widerstand ρnet(ω) (bzw. die Impedanz Znet(ω))
des Netzwerkes kann aus dem Strom berechnet werden, der durch die mit den Rand-
knoten verbundenen Impedanzen fließt (z.B. Batrouni and Hansen, 1988).
Ein exemplarisches Beispiel des aufgestellten Matrix-Gleichungssystems (4.4) für
das zweidimensionale Netzwerk (Kantenlänge l = 3) aus Abbildung 4.3 mit n = 9
inneren Knoten und 6 äußeren Randknoten (a, b, c oben und d, e, f unten), sieht
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wie folgt aus (eine detaillierte Herleitung findet sich in Anhang A.4):
σ1a + σ12 + σ14 −σ12 0 −σ14 0
−σ21 σ2b + σ23 + σ25 + σ21 −σ23 0 −σ25
0 −σ32 σ3c + σ36 + σ32 0 0
−σ41 0 0 σ41 + σ45 + σ47 −σ45
0 −σ52 0 −σ54 σ52 + σ56 + σ58 + σ54
0 0 −σ63 0 −σ65
0 0 0 −σ74 0
0 0 0 0 −σ85
0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−σ36 0 0 0
0 −σ47 0 0
−σ56 0 −σ58 0
σ63 + σ69 + σ65 0 0 −σ69
0 σ74 + σ78 + σ7d −σ78 0
0 −σ87 σ85 + σ89 + σ8e + σ87 −σ89
−σ96 0 −σ98 σ96 + σ9f + σ98

·

Vˆ1
Vˆ2
Vˆ3
Vˆ4
Vˆ5
Vˆ6
Vˆ7
Vˆ8
Vˆ9

=

σ1aVˆa
σ2bVˆb
σ3cVˆc
0
0
0
σ7dVˆd
σ8eVˆe
σ9fVˆf

.
(4.5)
wobei gilt σgh = σhg. Die Berechnungsdauer des Potentialvektors V ist maßgeblich
von der Beschaffenheit der Matrix D abhängig. Die Elemente von D zeigen die
Verbindung eines jeden Knotens zu jedem anderen. Da im Falle von D = 3 jeder
Knoten nur höchstens 6 Nachbarn (innerhalb des Würfels) und mindestens 3 (in den
Ecken) hat, ist D dünn besetzt und weist eine Bandstruktur auf, wie in Abbildung
4.4 exemplarisch für ein Netzwerk mit l = 5 und D = 3 (n = 125 Knoten) zu sehen
ist.
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Abbildung 4.4: Struktur einer Beispielmatrix D aus Gleichung (4.4) mit 125 × 125
Elementen, für ein Netzwerk mit l = 5 und D = 3. Realteil (links) und Imaginärteil
(rechts). Das Vorzeichen der Einträge ist farbkodiert. Abbildung nach Stebner et al.
(2017).
Für die Lösung des Matrixsystems (4.4) wurde ein Verfahren aus der Klasse der
Krylow-Unterraum-Verfahren (siehe z.B. Saad, 2003) verwendet. Krylow-Unterraum-
Verfahren stellen robuste iterative Verfahren zur Lösung von linearen Gleichungs-
systemen wie (4.5) dar. Für das Ausgangsproblem in Matrixschreibweise (4.4) wird
für eine beliebige Startlösung Vˆ0 das Residuum
rˆ0 = B−DVˆ0 (4.6)
berechnet. Für rˆ0 und D lässt sich für die u-te Iteration ein Krylow-Unterraum
definieren:
Ku = span{rˆ0,Drˆ0, . . . ,Du−1rˆ0}. (4.7)
Verfahren aus der Krylow-Unterraum-Klasse finden eine Näherungslösung Vˆu ∈
Vˆ0 +Ku, so dass das neue Residuum rˆu orthogonal zu einem Krylow-Unterraum Lu
steht, der im einfachsten Fall (CG-Verfahren, Stiefel (1952)) wieder Ku entspricht.
Mit jedem Iterationsschritt u = 1, 2... nähert sich rˆ0 → 0. Für die Berechnung wer-
den nur Matrix-Vektor- und Skalar-Multiplikationen benötigt, was besonders bei
dünnbesetzten Matrizen wie D zu einer schnellen Berechnung führt, welche in der
Regel bei u  n Iterationsschritten eine hinreichend genaue Lösung ergibt. Spe-
zielle Lösungsverfahren unterscheiden sich in der Wahl von Ku und nutzen dafür
Eigenschaften der Matrix D aus. In dieser Arbeit wurde das MINRES (‘minimal
residual’) Verfahren verwendet, welches für indefinite und symmetrische Matrizen,
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wie D (siehe Abbildung 4.4), besonders geeignet ist (Paige and Saunders, 1975).
Eine weitere Methode aus der Krylow-Unterraum-Klasse ist GMRES (‘generalized
minimal residual’), welche keine Symmetrie voraussetzt, jedoch nicht so schnell kon-
vergiert wie MINRES (Saad and Schultz, 1986). Der Wahl des speziellen Lösungs-
verfahrens ist eine geringere Bedeutung zuzumessen als einer Präkonditionierung
des Gleichungssystems, welche einen viel höheren Einfluss auf die Konvergenzge-
schwindigkeit hat (Saad, 2003). Die Berechnungszeit von MINRES skaliert, wie alle
Krylow-Unterraum-Verfahren, mit O(lD = n). Abbildung 4.5 zeigt exemplarisch die
Berechnungszeit für die Impedanz des Netzwerkes aus Abbildung 4.2.
Abbildung 4.5: Berechnungszeit t über
der Anzahl der Knotenpunkte n nach
Gleichung (4.1). Berechnet mit den Po-
renkombinationen aus Abbildung 4.1.
Ein Vergleich des berechneten SIP-Spektrums des Netzwerkes aus Abbildung 4.2
mit dem geometrischen Mittel aller Spektren der im Netzwerk vorkommenden Ein-
zelimpedanzen zeigt Abbildung 4.6. Die Mittelung (schwarze Linien) weist ein stark
ausgeprägtes Maximum des Phasenspektrums auf, während die berechnete Phase
(rot) ein quasi-kontinuierliches Verhalten aufweist, wie es gemessenen Daten ähn-
licher ist. Der spezifische Widerstand ist bei dem berechneten Spektrum deutlich
geringer, als bei der Mittelung. Der Unterschied zeigt, dass eine Mittelung über
die Einzelimpedanzen nicht die Berechnung der Gesamtimpedanz des Netzwerkes
ersetzen kann.
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Abbildung 4.6: SIP Spektren des in Abbildung 4.2 gezeigten Netzwerkes. Rot: Be-
rechnetes SIP-Spektrum des Netzwerkes. Schwarz: Geometrisches Mittel über al-
le Einzelspektren. Phase |ϕ| (gestrichelte Linien) und spezifischer Widerstand |ρ|
(durchgezogene Linien). Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Für den Vergleich mit Labormessungen sollen die Parameter der einzelnen Poren-
kombinationen so gewählt werden, dass einige Eigenschaften des Netzwerkes mög-
lichst genau denen des untersuchten realen porösen Materials entsprechen, welches
mit einem Elektrolyt gesättigt ist. Daraus folgt, dass die elektrolytischen Parameter
für alle Porenkombinationen gleich sind, während sich jedoch die geometrischen Pa-
rametern (Li, ri, rS) unterscheiden. Deren Gesamtanzahl für das gesamte Netzwerk
beträgt 5 ·m. Für große Netzwerke ergibt das einen Parameterraum, der schwierig
untersuchbar ist. Um die Anzahl der geometrischen Parameter zu reduzieren und
sie von der Netzwerkgröße unabhängig zu machen, wurde eine Umparametrisierung
durchgeführt. Hierfür wurden einige Annahmen getroffen, die anhand von Untersu-
chungen an der Porenstruktur poröser Medien abgeleitet worden sind.
4.2. Innere Struktur poröser Medien
Die in diesem Kapitel diskutierten Messdaten wurden von Halisch (pers. Komm.)
vom Leibniz-Institut für Angewandte Geophysik in Hannover zur Verfügung gestellt
und sind in Stebner et al. (2017) veröffentlicht.
Für die Untersuchung der Porenstruktur von Materialproben stehen unterschied-
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liche Methoden zur Verfügung. Einen ersten Eindruck von der Beschaffenheit liefert
die Rasterelektronenmikroskop (REM) Methode. Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen
REM Bilder von zwei deutschen Speichergesteinen aus der Kreidezeit, die in dieser
Arbeit untersucht wurden, dem Bentheimer (BE) und dem Obernkirchener (OK)
Sandstein. Die REM Bilder zeigen eine typische Struktur von Sandsteinen mit re-
lativ großen, in Abhängigkeit vom Verwitterungsgrad zerklüfteten Partikeln, die
zum größten Teil aus Silikat bestehen und die von relativ kleinen Partikeln umge-
ben sind, die die Zwischenräume füllen. Durch das Zusammenspiel von kleinen und
großen Partikeln können sich sowohl kleine Mikrorisse (Abbildung 4.7 mittig, Abbil-
dung 4.8 rechts-oben) als auch große Porenkanäle (Abbildung 4.7 links, Abbildung
4.8 mittig) bilden und eine Porenstruktur aus weiten Porenbäuchen und engen Po-
renhälsen entsteht.
Abbildung 4.7: Rasterelektronenmikroskop Bild des untersuchten Bentheimer (BE)
Sandsteines. Abbildung nach Halisch (2013).
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Abbildung 4.8: Rasterelektronenmikroskop Bild des untersuchten Obernkirchener
(OK) Sandsteines. Abbildung nach Halisch (2013).
Eine übliche Methode die Porenradienverteilung solcher Strukturen zu quantifizie-
ren, stellt die Quecksilberporosimetrie (MICP für „Mercury Injection Capillary Pres-
sure“, z.B. Abell et al. (1999)) dar. Dabei wird unter Druck Quecksilber in das Ma-
terial gepresst und das aufgenommene Volumen über dem Druck gemessen. Diese
Methode liefert einen Rückschluss über den Anteil der Poren eines bestimmten Po-
renhalsradius am gesamten Porenvolumen, macht jedoch keine Aussagen über die
Porenlängen. Die Auswertung der MICP-Daten zeigt für beide Sandsteine eine gut
verbundene Porenstruktur (Halisch, 2013), jedoch in unterschiedlichen Porenradien-
Bereichen (Abbildung 4.9). Ein in der doppelt-logarithmischen Darstellung über
weite Strecken gerader Verlauf des kumulativen Porenvolumenanteils über dem Po-
renhalsradius beschreibt bei beiden Sandsteinen eine fraktale Porenstruktur, die in
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der Literatur oft Verwendung findet (z.B. Zhang and Weller, 2014). Der Verlauf des
relativen Porenvolumenanteils zeigt bei größeren Porenradien einen Anstieg, der in
der Literatur als der dominante Porenradius bezeichnet wird.
Abbildung 4.9: Porenradien-Verteilung anhand von MICP-Messungen der untersuch-
ten Sandsteine BE (oben) und OK (unten). Messpunkte (x) des kumulativen Anteils
am Gesamtporenvolumen, Anpassung eines Potenzgesetzes (durchgezogene Linie)
an den linearen Abschnitt der Kurve und relativer Anteil am Gesamtporenvolumen
(Balken). Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Eine weitere Methode, den Porenraum zu untersuchen ist die Mikro-Computertomo-
graphie (µ-CT). Hierbei wird der komplette Porenraum erfasst. Komplexe Compu-
teralgorithmen unterteilen diesen in einzelne Poren, so dass sowohl die Porenradien
als auch Längenverteilung berechnet werden können. Die Ergebnisse sind stark da-
von abhängig, wie der Auswertungsalgorithmus die Daten interpretiert. So wird
üblicherweise eine Box um die ermittelte Pore gelegt und ihre kleinste Kantenlänge
(bzw. die Mittelung über die beiden kleinsten Kanten) als Maß für den Durchmesser
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und die längste als Maß für die Porenlänge verwendet. Im Vergleich zu MICP, de-
ren Auflösung in den Sub-Mikrometer-Bereich reicht, ist die Auflösung der üblichen
µ-CT Anwendungen auf einige Mikrometer begrenzt (Halisch, 2013). Aus der µ-CT
Auswertung der untersuchten Sandsteine nach Halisch et al. (2016) lässt sich eine
generelle Abhängigkeit des Aspektverhältnisses Q (=Porenlänge/Porendurchmesser)
vom Porenradius (Abbildung 4.10) ableiten. Für kleine Porenradien nimmt Q zu und
für große nähert es sich 1 an.
Abbildung 4.10: µ-CT Messung nach Halisch et al. (2016) für die untersuch-
ten Sandsteine BE und OK. Porenlänge und Aspektverhältnis Q (=Porenlän-
ge/Porendurchmesser) über dem Porendurchmesser. Die Anpassung einer Potenz-
funktion (rote Linie) unter Ausschluss der Extrempunkte (rote Kreise) wird in Ka-
pitel 4.4 diskutiert. Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Weitere Informationen und Details zu den beiden untersuchten Sandsteinen BE und
OK können in den Arbeiten von Halisch (2013), Stadtler (1998) und Hafner (1987)
eingesehen werden.
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4.3. Porenverteilung anhand von fraktaler Dimension
Aus den in Kapitel 4.2 untersuchten Messdaten lassen sich einige Annahmen zur
Reduzierung des geometrischen Parameterraums ableiten. Die im Folgenden vorge-
stellte Parametrisierung des Netzwerkes stellt eine der möglichen dar.
Die Interpretation der µ-CT Daten deutet eine nicht-lineare Radienabhängigkeit
der Porenlänge an, die als
Li = (c · ri)d (4.8)
angenommen wurde, mit ri und Li in [m]. Mit (4.8) lässt sich, analog zu Hördt et al.
(2017), eine Formulierung des Aspektverhältnisses definieren:
q(ri) =
Li
2ri
= c
d
2 r
(d−1)
i . (4.9)
Für d = 1 ist q konstant und wird durch c bestimmt, während d 6= 1 eine Radien-
abhängigkeit berücksichtigt. Das Volumen einer Pore lässt sich durch
V (ri) = pir2iLi = picdr2+di , (4.10)
berechnen. Weder MICP noch µ-CT Messungen lassen einen Schluss über die Wahr-
scheinlichkeit von Kombinationen von verschiedenen Poren zu, wie es für das erwei-
terte 2-Zylinder-Modell benötigt wird. Für die Entwicklung des Netzwerkmodells
wurde daher ein in der Literatur oft verwendeter (z.B. Niu and Revil, 2016) linearer
Zusammenhang zwischen dem Porenbauch- (r1) und Porenhalsradius (r2) verwen-
det:
r1
r2
= fK, (4.11)
mit dem Proportionalitätsfaktor fK und ri in [m]. Die umgebenden Matrixmaterial-
Zylinder mit dem Radius rS wurden durch das Verhältnis
fS =
rS
r1
> 1 (4.12)
für das gesamte Netzwerk vereinheitlicht.
Der aus den MICP-Messungen folgende, in der doppeltlogarithmischen Darstellung
über viele Radien-Größenordnungen linear verlaufende, kumulierte Volumenanteil
am Gesamtporenvolumen (Abbildung 4.9), lässt sich durch das Potenzgesetz
f˜V(r2) = arp2 (4.13)
77
4. Das Netzwerkmodell
anpassen, mit dem Exponenten p und dem Koeffizienten a. Der Exponenten p re-
präsentiert die Steigung der Geraden in der doppeltlogarithmischen Darstellung und
lässt sich nach Zhang and Weller (2014) in eine fraktale Dimension DF überführen:
DF = 3− p. (4.14)
Um die kumulative Porenvolumenverteilung über dem Porenhalsradius (Abbildung
4.9) in das Modell zu integrieren, muss diese zunächst in eine relative Mengen-
anteilsverteilung umgerechnet werden, die beschreibt, wie oft Porenkombinationen
mit einem bestimmten Porenhalsradius im Vergleich zu anderen im Netzwerk vor-
kommen sollen. Das Ableiten von f˜V nach dem Radius ergibt zunächst die relative
Porenvolumenverteilung
fV(r2) =
∂f˜V(r2)
∂r2
= aprp−12 . (4.15)
Im nächsten Schritt wird unter der Berücksichtigung der Porenvolumina (4.10) und
der Definition der fraktalen Dimension (4.14) fV(r2) in eine Mengenverteilung über-
führt:
fA(r2) =
fV(r2)
V (r2)
= ap
picd
rp−d−32 =
ap
picd
r
(−DF−d)
2 . (4.16)
Zur Konstruktion des Netzwerkes werden v Porenhalsradien in dem Intervall r2f =
(r2 min, ..., r2 max), mit f = 1, . . . , v, bestimmt. Durch die Verknüpfung von Porenhals
und Porenbauchradien durch (4.11), entspricht v auch der Anzahl der unterschiedli-
chen Porenkombinationen im Netzwerk und sollte im optimalen Fall der Gesamtzahl
der eingebauten Porenkombinationen m (4.2) im Netzwerk entsprechen. Mit (4.16)
lässt sich für jedes r2f eine dazugehörige, auf 1 normierte, Wahrscheinlichkeit
nAf =
fA(r2f )∑v
i=1 fA(r2i)
=
r
(−DF−d)
2f∑v
i=1 r
(−DF−d)
2i
(4.17)
berechnen, wobei sich der Vorfaktor ap/picd aus (4.16) herauskürzt, und d sowie die
fraktale Dimension DF als einzige Parameter verbleiben. nAf gibt die Wahrschein-
lichkeit für eine Porenkombination f in das Netzwerk eingebaut zu werden an und
entspricht bei einem unendlich großen Netzwerk gerade dem Anteil an der Gesamt-
menge aller Porenkombinationen.
Der gesamte Parameterraum des Netzwerkmodells ergibt sich aus den geometrischen
Parametern (Tabelle 4.2), welche aus den, im Kapitel 4.1 vorgestellten, globalen
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Netzwerkparametern l und D und den, in diesem Kapitel vorgestellten, reduzierten
geometrischen Parametern bestehen sowie aus den, für das gesamte Netzwerk glei-
chen, elektrolytischen Parametern (Tabelle 4.1).
Tabelle 4.2: Zusammenfassung der geometrischen Parameter des Netzwerkmodells.
Tabelle nach Stebner et al. (2017).
Symbol Beschreibung Gleichung
l, D Kantenlänge und Dimension des Netzwerkes (4.1)
c, d Porenradiusabhängigkeit der Porenlängen (4.8)
fK Radienverhältnis Porenbauch/-hals (4.11)
fS Radienverhältnis Matrixzylinder/Porenbauch (4.12)
DF Fraktale Dimension (4.14)
r2 min , r2 max Grenzen der Porenhalsradien (4.17)
v Anzahl der unterschiedlichen Porenkombinationen (4.17)
4.3.1. Parameterstudie
Für den späteren Vergleich von Simulationsrechnungen mit realen Materialien (Kapi-
tel 4.4) wurden aus den geometrischen Parametern des Netzwerkes (Tabelle 4.2) ma-
kroskopische petrophysikalische Parameter (Porosität und spezifische innere Ober-
fläche) abgeleitet, die einer Parameterstudie unterzogen worden sind.
Porosität:
Für eine einzelne Porenkombination des 2-Zylinder-Modells (Kapitel 3) kann die
Porosität berechnet werden zu
ΦP =
A1L1 + A2L2
ASL
. (4.18)
Mit Hilfe der Netzwerkparameter d, fK und fS lässt sich (4.18) umschreiben zu
ΦP =
f
(2+d)
K + 1
f 2Kf
2
S(fdK + 1)
. (4.19)
Die Porosität Φ des gesamten Netzwerkes wird über die einzelnen Porenporositäten
gemittelt:
Φ = 1
m
m∑
k=1
ΦPk. (4.20)
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Gleichung (4.19) zeigt, dass für ein festes Matrixzylinder-Porenbauch-Verhältnis fS,
die Porenporosität ΦP weder von Porenradien noch von -längen abhängt und es folgt
Φ = ΦP (4.21)
Durch die Variation der restlichen Parameter d, fK und fS kann Φ das komplette
Intervall zwischen 0 und 1 einnehmen (Abbildung 4.11). Mit zunehmendem d nähert
sich Φ asymptotisch 1/f 2S an, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit von fK gesteuert
wird.
Abbildung 4.11: Variation der Porosität Φ = ΦP aus Gleichung (4.19), mit den
Netzwerparametern d und fS. Für fK = 5 (durchgezogene Linien) und fK = 20
(gestrichelte Linien). Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Spezifische innere Oberfläche:
Die volumenbezogene spezifische innere Oberfläche einer einzelnen Porenkombinati-
on des 2-Zylinder-Modells (Kapitel 3) wird durch
Spor,P =
2(r21 + r1L1 + r2L2)
r21L1 + r22L2
(4.22)
berechnet. Mit Hilfe der Netzwerkparameter d, fK und fS lässt sich (4.22) umfor-
mulieren zu
Spor,P =
2f 2K(cr2)−d + 2r2 (f
(d+1)
K + 1)
f
(d+2)
K + 1
. (4.23)
Die Berechnung der spezifischen Oberfläche Spor des gesamten Netzwerkes erfolgt,
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analog zur der von Φ, durch die Mittelung über die einzelnen Spor,P:
Spor =
1
m
m∑
k=1
Spor,P, (4.24)
was für große Porennetzwerke durch
Spor =
∑v
f=1(Spor,P(r2f ) · nA(r2f ))∑v
f=1 nA(r2f )
(4.25)
approximiert werden kann, mit nA aus (4.17). Eine alternative Möglichkeit der Be-
rechnung von Spor, über das Verhältnis der Gesamtfläche der Poren zu ihrem Ge-
samtvolumen, wird in Kapitel 5.1 vorgestellt.
Zum Verständnis des Verhaltens von Spor ist es ausreichend, das Verhalten von Spor,P
zu untersuchen. Gleichung (4.23) hängt nicht von fS ab, jedoch von c, d und fK (Ab-
bildung 4.12). Eine spezifische Oberfläche ist als Quotient von Fläche und Volumen
stets größenabhängig. Diese Größenabhängigkeit zeigt sich in (4.23) durch den Po-
renhalsradius r2. Spor,P lässt sich in zwei Regime unterteilen. Im „kleines-c“- Regime
zeigt Spor,P eine Potenzfunktion-Abhängigkeit von c mit dem negativen Exponenten
d. Im „großes-c“- Regime wird der erste Term im Zähler Null und Spor,P nähert sich
einem Wert an, der maßgeblich durch r2 und zweitrangig durch fK bestimmt wird.
Die Regime werden durch einen Wert c getrennt, welcher durch d variiert wird.
Abbildung 4.12: Variation der volumenbezogenen spezifischen inneren Oberfläche
Spor,P einer Porenkombination aus Gleichung (4.23) mit c und d. Für fK = 5 (durch-
gezogene Linien) und fK = 20 (gestrichelte Linien), für r2 = 1 µm. Abbildung nach
Stebner et al. (2017).
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Für den späteren Vergleich mit Labormessungen (Kapitel 4.4) ist das Verhalten der
spezifischen inneren Oberfläche Spor des gesamten Netzwerkes wichtig. Literatur-
werte von Spor bewegen sich für Messungen an Sandgesteinen in einem ungefähren
Bereich zwischen 1 und 50 1/µm (z.B. Weller et al., 2011). Abbildung 4.12 zeigt, dass
viel größere Werte für einzelne Porenkombinationen entstehen können, die, wenn sie
im Netzwerk überwiegen, einen großen Einfluss auf Spor haben können.
Das Verhalten von Spor wird durch das Verhalten der Mengenverteilung fA (4.16)
veranschaulicht, welche stark vom Parameter d abhängt. Ein großes d führt dazu,
dass größere Porenradien immer größere Volumina (4.10) generieren und ihr Mengen-
anteil abnimmt. In der doppelt-logarithmischen Darstellung äußert sich das durch
eine stärkere Neigung der Geraden der Mengenverteilung fA (Abbildung 4.13). Als
Folge dessen sind mehr kleinere Radien im Netzwerk vertreten und Spor nimmt zu.
Die gleiche Auswirkung hat, durch seine zu d gleichwertige Stellung im Exponenten
von fA, auch die fraktale Dimension DF, welche jedoch in den meisten Fällen einen
durch Labormessungen vorgegebenen Parameter darstellt und bei den Berechnungen
nicht variiert wird.
Abbildung 4.13: Variation der Mengenfunktion fA über r2 für unterschiedliche d.
Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Der Einfluss der Porenradienintervall-Parameter r2 min, r2 max und v auf Spor äußert
sich unterschiedlich stark. Durch den fraktalen Verlauf von fA (siehe Abbildung
4.13) ist der kleinste Porenhalsradius r2 min der Radius mit dem größten Mengen-
anteil. Durch den steilen Abfall von r2 min bestimmt dieser ausschlaggebend Spor,
während r2 max den geringsten Mengenanteil aufweist und daher am wenigsten in
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Spor eingeht. Der Parameter v bestimmt die Vielfalt der unterschiedlich möglichen
Porenkombinationen im Netzwerk und hat deshalb nur einen Einfluss auf die Vari-
anz von Spor.
Aspektverhältnisse:
Ein weiterer quasi-makroskopischer Faktor ist das Aspektverhältnis q von Poren-
länge zum Porendurchmesser, wie in (4.9) formuliert. q hängt von c, d und r ab
(Abbildung 4.14). Der Exponent d bestimmt, wie stark die Porenlänge vom Po-
renradius abhängt und der Vorfaktor c in welchem Verhältnis. Für d < 1 werden
kleinen Porenradien größere q zugewiesen als größeren Porenradien und für d > 1
umgekehrt. Die Abhängigkeit von q vom Radius nimmt mit d→ 1 ab und verschwin-
det für d = 1 vollständig, so dass q nur noch von c abhängt. Mit größer werdendem
d steigt die Abhängigkeit von c.
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Abbildung 4.14: Aspektverhältnis q über c und d für r = 0.01 µm (oben) und r = 50
µm (unten). Die logarithmischen Äquidistanz-Linien sind für den Bereich 10−1 –
103 eingezeichnet. Die hervorgehobenen Punkte werden in Kapitel 4.4 diskutiert.
Abbildung nach Stebner et al. (2017).
4.4. Simulation realer Materialien
Um das in Kapitel 4.3 formulierte Netzwerkmodells mit den in Kapitel 4.2 vorgestell-
ten Sandsteinen zu vergleichen, wurden als Vergleichskriterium 5 makroskopische
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Parameter festgelegt:
• Porosität Φ
• Volumenbezogene spezifische innere Oberfläche Spor
• Maximale Phasenverschiebung ϕmax
• Relaxationszeit τc
• Gleichstromwiderstand ρDC
Die geoelektrischen Parameter ϕmax, τc und ρDC wurden aus den gemessenen bzw.
simulierten SIP Spektren abgeleitet:
ϕmax = |ϕ(fc)|, (4.26)
τc = 1/(2pifc), (4.27)
mit fc = ω/2pi, der Frequenz der maximalen Phasenverschiebung und
ρDC ≈ ρ(0.01 Hz), (4.28)
als Näherung des Gleichstromwiderstandes.
Die Messungen von Φ, Spor und den SIP-Spektren an den untersuchten Sandstei-
nen BE und OK wurden von Matthias Halisch am Leibniz-Institut für Angewandte
Geophysik in Hannover durchgeführt und sind in Stebner et al. (2017) veröffentlicht.
Die gemessenen SIP Spektren sind in den Abbildungen 4.15 und 4.16 als spezifischer
Widerstand ρ, Phasenverschiebung ϕ und imaginärer Teil der Leitfähigkeit σ′′ zu se-
hen. Obwohl ϕmax und σ′′ äquivalent sind, wenn gemeinsam mit ρ betrachtet, haben
beide Darstellungsformen eine Berechtigung. Während die Phasenverschiebung ϕmax
direkt gemessen wird, wird die Größe σ′′(1 Hz) oft in der Literatur für die Unter-
suchungen über den Zusammenhang zu petrophysikalischen Parametern verwendet
(z.B. Weller et al., 2015). Für die Bestimmung von ϕmax wurde für beide Sandstei-
ne der Peak des Phasenspektrums genommen, der unterhalb von 1 Hz liegt. Der
Anstieg der Phase zu höheren Frequenzen wird nicht durch das 2-Zylinder-Modell
erklärt, und wird in dieser Arbeit nicht betrachtet. Grundsätzlich jedoch, kann dieses
Verhalten vermutlich durch die Berücksichtigung der Maxwell-Wagner-Polarisation
erklärt werden (Leroy et al., 2008). Tabelle 4.3 zeigt die gemessenen Werte der 5
makroskopischen Parameter beider untersuchten Sandsteine BE und OK.
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Abbildung 4.15: SIP-Spektren als spezifischer Widerstand ρ (oben), Phasenverschie-
bung ϕ (mittig) und imaginärer Teil der Leitfähigkeit σ′′ (unten) über der Fre-
quenz f = ω/2pi. Durchgezogene Linien mit Kreisen: Gemessenes SIP-Spektrum des
Sandsteins BE. Gestrichelte Linien: Simuliertes SIP-Spektrum für die Parameter
in Tabelle 4.3, BE1. Gepunktet-gestrichelte Linien: BE2. Gepunktete Linien: BE3.
Abbildung nach Stebner et al. (2017).
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Abbildung 4.16: SIP-Spektren als spezifischer Widerstand ρ (oben), Phasenverschie-
bung ϕ (mittig) und imaginärer Teil der Leitfähigkeit σ′′ (unten) über der Fre-
quenz f = ω/2pi. Durchgezogene Linien mit Kreisen: Gemessenes SIP-Spektrum des
Sandsteins OK. Gestrichelte Linien: Simuliertes SIP-Spektrum für die Parameter
in Tabelle 4.3, OK1. Gepunktet-gestrichelte Linien: OK2. Gepunktete Linien: OK3.
Abbildung nach Stebner et al. (2017).
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Tabelle 4.3: Gemessene und simulierte charakteristische Parameter der untersuchten
Sandsteine. Spalte BE und OK: Petrophysikalische Messdaten und aus SIP Messun-
gen abgeleitete Parameter. Spalten BE1-BE3 und OK1-OK3: Simulierte Netzwer-
ke mit verwendeten Parametern (unten) und berechneten SIP und Petrophysik-
Parametern (oben und mittig). Alle Simulationen wurden mit v = 1000, l = 8 und
D = 3 durchgeführt. Bei BE1 und OK1 wurden c und d an die µ-CT Daten ange-
passt. Bei BE2 und OK2 wurden extremere Aspektverhältnisse Q zugelassen. BE3
und OK3 wurden für festes d = 1 simuliert. Tabelle nach Stebner et al. (2017).
Parameter BE BE1 BE2 BE3 OK OK1 OK2 OK3
ϕmax [mrad] 10.290 2.809 0.555 6.881 23.400 9.960 1.976 17.648
τc [s] 0.43 0.748e-3 0.445 0.504 1.738 0.22e-3 1.863 1.824
ρDC [Ωm] 130.960 129.131 130.567 133.016 189.070 186.828 179.910 187.127
Φ [%] 21.42 21.420 21.420 21.420 16.34 16.340 16.340 16.340
Spor [1/µm] 3.360 3.388 3.347 3.350 7.800 7.844 7.687 7.813
Qmin 1.181 0.747 83.500 1.340 6.429 366.500
Qmean 3.205 202.959 83.500 4.709 1114.364 366.500
Qmax 3.870 418.631 83.500 6.171 2446.835 366.500
c 1.012 3.0e-08 167 0.568 1.3e-08 733
d 0.883 0.296 1.000 0.838 0.260 1.000
DF 2.704 2.704 2.704 2.468 2.468 2.468
fK 19 10 29 24 11 55
fS 2.085 1.766 2.124 2.392 2.000 2.452
r2 min [µm] 0.029 0.047 0.016 0.009 0.018 0.004
r2 max [µm] 38.020 38.020 38.020 4.969 4.969 4.969
Es wurde untersucht, ob eine gleichzeitige Anpassung der 5 makroskopischen Para-
meter an die gemessenen Werte möglich ist. Eine vollständige Inversion des Modells
ist aufgrund vom Zufallscharakter des Aufbaus des Netzwerkes nicht möglich. Es
wurde eine quasi-Inversion durchgeführt, bei der bestimmte Parameter angepasst
werden konnten (z.B. c und d) während andere (z.B. fK) über ein gewähltes In-
tervall variiert wurden, um das optimale Ergebnis zu bestimmen. Um die Varianz
der makroskopischen Parameter zu minimieren, wurden große Netzwerke mit l = 8,
D = 3 (m = 1472) und v = 1000 simuliert. Die Wahl der Dimension D = 3 spiegelt
die dreidimensionale Struktur von porösen Materialien wieder. Die restlichen Para-
meter wurden sukzessive aus den gemessenen Daten hergeleitet oder anhand von
Literaturwerten abgeschätzt.
Es wurden 3 Fälle betrachtet, bei denen die µ-CT Daten (Abbildung 4.10) und
die daraus ergebenden Aspektverhältnisse unterschiedlich stark berücksichtigt wur-
den:
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Fall 1: Aspektverhältnisse anhand von µ-CT Daten:
Die Anpassung von (4.8) an die µ-CT Daten (Abbildung 4.10) liefert c = 1.01233,
d = 0.88265 (BE) und c = 0.56827, d = 0.83839 (OK). Diese Punkte sind in
Abbildung 4.14 als schwarze (BE) und rote (OK) Kreise hervorgehoben. Bei der
Anpassung wurden die Ausreißer nicht berücksichtigt, die außerhalb des dreifachen
Interquartilsabstandes des Boxplots liegen.
Die fraktale Dimension DF wurde durch eine Anpassung von (4.13) an die MICP-
Daten (Abbildung 4.9) in dem Intervall 0.1 − 6 µm (BE) und 0.1 − 1 µm (OK)
ermittelt zu DF = 2.704 (BE) und DF = 2.468 (OK). Diese Werte liegen in einem
typischen Bereich, der in der Literatur für Sandsteine gefunden werden kann (z.B.
Weller et al., 2016).
Das Treffen einer Annahme des Verhältnisses fK von Porenbauch zu -hals, anhand
von MICP und den µ-CT Daten, erweist sich als schwierig, da sich kein durchschnitt-
liches Verhältnis zwischen den einzelnen Poren ableiten lässt. Die in der Literatur
angegeben Werte basieren meist auf dem Vergleich von dominanten Porenhalsradi-
en aus MICP-Messungen mit Porenbauchradien, abgeleitet aus Kernspinresonanz-
oder µ-CT Messungen, und werden in dem Intervall zwischen 1 und 20 angegeben
(z.B. Niu and Revil, 2016). Da fK einen großen Einfluss auf das SIP-Spektrum hat,
wurden für die Untersuchung 30 unterschiedliche Werte in dem Bereich fK = 2− 30
betrachtet. Mit dem angepassten d und einem festen Wert für fK sowie der vorge-
gebenen, gemessenen Porosität Φ, wurde Gleichung (4.19) gelöst, um fS zu erhalten.
Der zweite vorgegebene Wert ist die gemessene spezifische Oberfläche Spor. Deren
Abhängigkeit von den Netzwerkparametern, für ein unendlich großes Netzwerk, ist
nach (4.25) gegeben durch
Spor = Spor(c, d, fK, v, r2 min, r2 max, DF). (4.29)
Mit den bereits ermittelten Werten für c, d und DF sowie einem festgelegten fK und
v, verbleiben zwei freie Parameter: r2 min und r2 max. Die Parameterstudie (Kapitel
4.3.1) hat ergeben, dass r2 min eine große Wirkung auf Spor hat und somit auf das SIP-
Spektrum, während r2 max vernachlässigbar ist. Aus diesem Grund wurde für r2 max
die maximal gemessenen Werte aus den MICP-Daten angenommen, r2 max = 38.02
µm (BE) und r2 max = 4.97 µm (OK). Der verbleibende freie Parameter r2 min lässt
sich, für einen gegebenen Wert fK, durch die numerische Lösung von (4.25) berech-
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nen.
Für die so an die makroskopischen petrophysikalischen Parameter Φ und Spor an-
gepassten Netzwerkparameter wurden für fK = 2− 30 die SIP Spektren und deren
abgeleiteten makroskopische geophysikalische Parameter ϕmax, τc und ρDC sowie die
angepassten Werte für r2 min berechnet. Weiterhin wurden die im Netzwerk vor-
kommenden minimalen, maximalen und mittleren Aspektverhältnisse Q sowie die
tatsächliche spezifische innere Oberfläche Spor des Netzwerkes berechnet.
Die Ergebnisse für fK = 2 − 30 sind in den Abbildungen 4.17 (BE) und 4.18 (OK)
dargestellt und im Folgenden diskutiert:
• Spor ist nicht von fK abhängig, weil die restlichen Parameter so gewählt wur-
den, dass (4.25), welches für ein unendlich großes Netzwerk gültig ist, dem
vorgegebenen gemessenen Wert entspricht. Aufgrund der endlichen Netzwerk-
größe streut Spor um den vorgegebenen Wert.
• r2 min hängt von fK ab, weil es verwendet wird, um Spor für ein gegebenes
fK zu erfüllen. Die r2 min Werte sind in Übereinstimmung damit, dass die
Porenhalsradien generell für OK kleiner sind als für BE (Abbildung 4.9).
• Die Aspektverhältnisse sowie die minimalen, maximalen und mittleren Werte
für Q folgen aus der Anpassung von c und d an die µ-CT Daten (Abbildung
4.10). Die Parameterstudie (Kapitel 4.3.1) zeigte für d < 1, dass kleinere Po-
renradien größere Aspektverhältnisse aufweisen. Durch die Überpräsenz der
kleinen Radien ist auch der Durchschnitt Qmean deutlich näher an Qmax als an
Qmin. Die Werte von Q liegen für beide Sandsteine zwischen 1 und 10, wie es
aus den µ-CT Daten hervorgeht. Sie sind in Abbildung 4.14 als schwarze (BE)
und rote (OK) Kreise dargestellt.
• ϕmax liegt in der selben Größenordnung wie die gemessenen Werte, ist jedoch
etwas niedriger.
• Die Werte für τc wurden um 3 (BE) und 4 (OK) Größenordnungen verfehlt.
• ρDC zeigt eine lineare Abhängigkeit von fK.
90
4.4. Simulation realer Materialien
Abbildung 4.17: Simulation großer Netzwerke (m = 1472) für den Sandstein BE,
mit den Netzwerkparametern aus Tabelle 4.3, Spalte BE1. Angepasst an die ge-
messene spezifische innere Oberfläche Spor und Porosität Φ aus Tabelle 4.3, Spalte
BE. Berechnetes ϕmax, τc, ρDC, r2 min und Spor sowie die minimalen, maximalen und
mittleren Aspektverhältnisse Q. Abbildung nach Stebner et al. (2017).
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Abbildung 4.18: Simulation großer Netzwerke (m = 1472) für den Sandstein OK,
mit den Netzwerkparametern aus Tabelle 4.3, Spalte OK1. Angepasst an die ge-
messene spezifische innere Oberfläche Spor und Porosität Φ aus Tabelle 4.3, Spalte
OK. Berechnetes ϕmax, τc, ρDC, r2 min und Spor sowie die minimalen, maximalen und
mittleren Aspektverhältnisse Q. Abbildung nach Stebner et al. (2017).
Abbildung 4.17 und 4.18 zeigen, dass fK durch einen gewählten Wert von ρDC fest-
gelegt werden kann. Um den gemessenen Wert für ρDC (Tabelle 4.3, Spalte BE bzw.
OK) zu erfüllen wurde fK = 19 (BE) und fK = 24 (OK) gewählt. Diese Werte
liegen in der Größenordnung, wie sie in der Literatur angegeben wird (z.B. Niu
and Revil, 2016) und wie sie auch aus dem Vergleich der dominanten Porenradien
aus der MICP-Messung (Abbildung 4.9) und gemessenen dominanten Porenradi-
en aus Kernspinresonanzmessungen (Halisch, pers. Komm.) für die untersuchten
Sandsteine hervorgehen würden. Die Ergebnisse zeigen, dass sowohl r2 min als auch
ϕmax sich asymptotisch einem Wert annähern. Die stimmt mit Hördt et al. (2017)
überein, wonach sich ϕmax für das 2-Zylinder-Modell in Abhängigkeit eines Effizienz-
Parameters α angeben lässt, der seinerseits von r2 min abhängt. Für die ermittelten
Werte fK = 19 (BE) und fK = 24 (OK) ist die maximal erreichbare Phasenverschie-
bung ϕmax für diesen Fall hinreichend genau erreicht.
Mit den festen Werten fK = 19 (BE) und fK = 24 (OK) ist die Festlegung der Netz-
werkparameter (Tabelle 4.2) der Simulation für den Fall 1 komplett. Die verwende-
ten Parameterwerte sowie die abgeleiteten SIP Parameter aus den SIP Simulationen
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sind für beide Sandsteine in Tabelle 4.3, unter BE1 und OK1 aufgelistet. Die resul-
tierenden SIP Spektren sind in Abbildung 4.15 (BE1) und 4.16 (OK1) (gestrichelte
Linien) zu sehen.
Der Vergleich der gemessenen und der simulierten SIP Spektren (Abbildung 4.15
(BE) und 4.16 (OK), durchgezogene und gestrichelte Linien) zeigt für beide Sand-
steine, dass der Gleichstromwiderstand, wie es durch die Auswahl von fK zu erwar-
ten ist, gut getroffen werden konnte. Die Phasenverschiebung liegt für simulierte
und gemessene Daten in der gleichen Größenordnung zwischen 1 und 20 mrad. Die
Magnitude der simulierten Daten ist für BE größer als für OK, was ebenso für die
imaginäre Leitfähigkeit gilt und in Übereinstimmung mit den gemessenen Daten
liegt. Der Vergleich der Relaxationszeiten zeigt, dass die simulierten Daten in ei-
ner falschen Größenordnung liegen (≈ 0.0001 s), im Vergleich zu den gemessenen
(≈ 1 s). Die Relaxationszeiten werden nach (3.6) hauptsächlich durch die Längen
bestimmt, die nach (4.8) aus den Radien berechnet und durch c und d vorgegeben
werden, welche ihrerseits durch die µ-CT Daten festgelegt wurden.
Fall 2: Große Variabilität der Aspektverhältnisse:
Die Untersuchung des Falles 1 ergab, dass durch die Festlegung von c und d anhand
von Aspektverhältnissen aus den µ-CT Daten, die Relaxationszeit bei beiden Sand-
steinen schlecht angepasst werden konnte. Die µ-CT Daten sind technisch bedingt
auf eine Auflösung von ≈ 1 µm limitiert. Aussagen über die Aspektverhältnisse klei-
nerer Porenradien lassen sich nur über die Extrapolation der Messdaten machen, die
im Fall 1 durch die Anpassung von c und d an die Messdaten und durch die Berech-
nung nach (4.8) bzw. (4.9) erfolgte. Ausreißer (Abbildung 4.10, rot), die allesamt im
Bereich der kleinen Porenradien liegen, deuten jedoch an, dass auch weitaus größere
Aspektverhältnisse für Porenradien < 1 µm, wie sie in den Simulationen verwendet
werden (r2 min ≈ 10 nm), möglich sind. Für Fall 2 wurden deshalb größere Aspekt-
verhältnisse, als aus den µ-CT Daten hervorgeht, zugelassen. In diesem Fall wurden
die µ-CT Daten nur als Randbedingung verwendet, wonach kleine Porenradien grö-
ßere Aspektverhältnisse haben sollen als große (d < 1).
Mit (4.9) lässt sich ein Gleichungssystem für die Aspektverhältnisse Qmin und Qmax
konstruieren:
Qmax = q(c, d, r2 min) (4.30)
Qmin = q(c, d, r2 max) (4.31)
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Für die Werte r2 min und r2 max wurden als Näherungswerte die Ergebnisse aus Fall 1
(Tabelle 4.3, Spalte BE1) verwendet. Für gegebene Werte Qmin und Qmax lassen sich
Werte c und d finden, die das Gleichungssystem (4.31) erfüllen. Für Qmax wurden
40 Werte in einem Wertebereich zwischen 10 und 10000 untersucht und für Qmin 30
Werte zwischen 1 und 10. Für jedes Wertepaar wurde jeweils ein c und d berechnet,
und mit den µ-CT Daten verglichen. Die kleinste Abweichung, gemittelt über alle
Qmax Werte, ergab Qmin = 0.747 (BE) und Qmin = 6.429 (OK). Für diese Werte
sind die Berechnungen für τc, c und d in Abbildung 4.19 dargestellt. Die Werte für
DF, fK und fS wurden hierfür aus Fall 1 übernommen.
Abbildung 4.19: Berechnungen von τc (oben) mit den dazugehörigen c und d Werte-
paaren (mitte und unten), für die Sandsteine BE (links) und OK (rechts). Simuliert
mit großen Netzwerken (m = 1472), mit Qmin = 0.747 (BE) und Qmin = 6.429
(OK) sowie Netzwerkparametern aus Tabelle 4.3, Spalte BE2 bzw. OK2. Darge-
stellt für Qmax zwischen 200 und 900 (BE) und zwischen 3900 und 4800 (OK), um
die interessierenden τc Bereiche abzubilden.
Die Parameter c und d sind für Berechnung der Relaxationszeit τc ausschlaggebend.
Aus diesem Grund wurde, analog zu der Bestimmung des optimalen fK in Fall 1,
ein optimales Qmax aus den Ergebnissen bestimmt, welches das gemessene τc erfüllt,
und für das das Wertepaar c = 3 ·10−8, d = 0.296 (BE) bzw. c = 1.3 ·10−8, d = 0.260
(OK) folgt. Anschließend wurde mit diesen neuen Werten für c und d die restlichen
Parameter analog zu der Vorgehensweise in Fall 1 neu bestimmt.
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Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.3, Spalte BE2 bzw. OK2 dargestellt und die korre-
spondierenden SIP Spektren in Abbildung 4.15 (BE2) und Abbildung 4.16 (OK2)
als gepunktet-gestrichelte Linien dargestellt. Wie aus der Anpassung von Qmax zu
erwarten ist, ist τc für beide Sandsteine gut getroffen. In diesem Fall sind jedoch
die Werte für ϕmax um einen Faktor von ≈ 3 − 9 zu klein. Die Aspektverhältnisse
Q liegen bei ungefähr 1 − 1000 (BE) und 1 − 3000 (OK) und sind in Abbildung
4.14 als schwarze (BE) bzw. rote (OK) Dreiecke dargestellt. Die Werte von Qmax
unterscheiden sich zu den ursprünglich angepasstem Qmax, weil durch die Neube-
rechnung der Parameter auch die Werte von r2 min andere sind, als die ursprünglich
näherungsweise angenommenen.
Fall 3: Konstante Aspektverhältnisse:
Der letzte untersuchte Fall unterscheidet sich in dem Hinblick von den ersten bei-
den insofern, als dass hier keine Randbedingungen aus den µ-CT Daten abgeleitet
wurden. Es wurde stattdessen angenommen, dass die Aspektverhältnisse für alle
Poren radienunabhängig sind, so dass nach (4.9) folgt d = 1. Die in Fall 2 beschrie-
bene Vorgehensweise zur Bestimmung des optimalen Q anhand des vorgegebenen
gemessenen τc wurde ebenso hier angewandt, jedoch mit dem Unterschied, dass auch
das d vorgegeben ist. Das optimale Aspektverhältnis wurde zu Q = 83.5 (BE) und
Q = 366.5 (OK) bestimmt, und ist in Abbildung 4.14 als schwarze (BE) und ro-
te (OK) Diamanten eingezeichnet. Analog zu Fall 1 und 2 wurden anschließend die
restlichen Parameter bestimmt und die Simulationen durchgeführt. Die verwendeten
und berechneten Parameter sind in Tabelle 4.3, Spalte BE3 bzw. OK3 dargestellt
sowie die korrespondierenden SIP Spektren als gepunktete Linien in Abbildung 4.15
(BE3) und Abbildung 4.16 (OK3). Die Ergebnisse zeigen, dass in diesem Fall ϕmax,
τc und ρDC für beide Sandsteine in der selben Größenordnung wie die gemessenen
Werte liegen und die gemessenen SIP Spektren qualitativ gut beschreiben.
4.4.1. Diskussion der Ergebnisse
Für die in Tabelle 4.2 aufgeführten Netzwerkparameter wurden Werte gewählt, so
dass die petrophysikalischen und geoelektrischen Parameter idealerweise denen der
vermessenen Sandsteine entsprechen. Dabei wurde die fraktale Dimension DF und
die maximale Porenhalsgröße r2 max direkt aus den MICP-Messungen entnommen,
während das Verhältnis der Radien der Matrixzylinder zu den Porenbäuchen fS
sowie der minimale Porenhalsradius r2 min durch die Porosität und Spor bestimmt
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wurden. Die Parameter c und d, die das Aspektverhältnis der Poren steuern sowie
das Verhältnis von Porenbauch und -hals fK, können entweder als freie Parameter
betrachtet werden oder durch µ-CT Daten und Literaturwerte eingeschränkt wer-
den. Die restlichen Parameter wurden im Hinblick auf hinreichend große Netzwer-
ke gewählt, um ein optimales Verhältnis zwischen Berechnungszeit und statistische
Streuung der Ergebnisse zu erhalten.
Parameterabhängigkeiten:
Obwohl die Interaktion zwischen den Parametern und deren Auswirkung auf die ma-
kroskopischen Parameter komplex ist, sind zwei dominante Beziehungen ersichtlich:
Die erste ist, dass die maximale Phasenverschiebung ϕmax von fK bestimmt wird, wie
es auch Hördt et al. (2017) schlussfolgerten. Auf der Grundlage eines vereinfachten
Membran-Polarisationsmodells haben sie Gleichungen für die Polarisierbarkeit ab-
geleitet, die direkt in Radius- und Längenkontraste zwischen dem Porenbauch und
-hals ausgedrückt werden. Bei der Parametrisierung des Netzwerkmodells werden
die Porenradien- und Längenkontraste durch den Parameter fK bestimmt, was die
Vermutung unterstützt, dass dies der Hauptparameter zur Steuerung der maximalen
Phasenverschiebung ist.
Die zweite dominante Beziehung ist, dass τc hauptsächlich durch c und d gesteuert
wird. Diese Abhängigkeit kann hauptsächlich dadurch erklärt werden, dass c und d
direkt das resultierende Aspektverhältnis bestimmen, welches seinerseits durch die
Porenlängen die Relaxationszeiten steuert.
Hördt et al. (2017) diskutieren auch die zwei Relaxationszeit-Regime, das WP Re-
gime, in dem die Relaxationszeit durch die Länge der breiten Pore gesteuert wird,
und das SNP Regime, in dem die Länge der schmalen Pore dominiert. Auf der
Grundlage theoretischer Überlegungen und der Diskussion von Labordaten schlu-
gen sie vor, dass das WP-Regime für praktische Zwecke relevanter sein könnte. Die
die Regime trennende Ungleichung (3.21) lässt sich mit fK und d umstellen zu:
f
(d−2)
K
 0.8
α
β
, (4.32)
mit  für SNP und  für WP. Die Simulationsrechnungen erforderten fK im Be-
reich von 20, um die Daten der beiden gemessenen Sandsteine zu erklären, und d im
Bereich von kleiner eins, womit nach (4.32) sich das System im WP-Regime befindet
(mit der Annahme von α/β > 1, nach Hördt et al. (2017)).
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Simulationsergebnisse:
Um die petrophysikalischen und geoelektrischen Eigenschaften des Netzwerks mit
den Messdaten der beiden Sandsteine zu vergleichen, wurden drei unterschiedliche
Fälle untersucht: Im ersten Fall wurden die Parameter so weit wie möglich ein-
gegrenzt. Insbesondere wurden µ-CT Daten zur Ableitung von radiusabhängigen
Aspektverhältnissen, die zwischen 1 (große Radien) und 10 (kleine Radien) liegen,
verwendet. In diesem Fall konnte die maximale Phasenverschiebung und der Gleich-
stromwiderstand angepasst werden, jedoch nicht τc. Für den zweiten Fall wurden die
Beschränkungen, die aus den µ-CT Daten ergehen, gelockert: Die Radiusabhängig-
keit der Aspektverhältnisse wurde beibehalten, aber Maximalwerte von bis zu 3000
erlaubt. In diesem Fall konnten die Relaxationszeiten und Gleichstromwiderstän-
de, jedoch nicht die maximale Phasenverschiebung, angepasst werden. Im dritten
Fall wurden die µ-CT Daten nicht verwendet, sondern ein konstantes Aspektver-
hältnis für alle Radien angenommen. Diese Strategie ermöglicht die bestmögliche
Übereinstimmung der simulierten SIP Parameter (Gleichstromwiderstand, maxima-
ler Phasenverschiebung und Relaxationszeit) mit den gemessenen Werten.
Obwohl die verwendete Interpretation der µ-CT Daten (Abbildung 4.10) die Aspekt-
verhältnisse auf ca. 5 begrenzt, zeigt eine detailliertere statistische Untersuchung die
Möglichkeit von extremen Seitenverhältnissen bis zu 100 für den BE Sandstein und
bis zu 300 für andere (Matthias Halisch, pers. Komm.). Es zeigte sich, dass ausrei-
chend hohe τc nur mit großen Aspektverhältnissen ' 100 erreicht werden, wohinge-
gen ausreichend hohe ϕmax nur mit fK ' 20 erreicht werden können. Beide Kriterien
können nicht gleichzeitig erfüllt werden, wenn eine Radiusabhängigkeit der Aspekt-
verhältnisse angenommen wird, die aus den µ-CT Daten hervorgeht.
Die aus den Simulationen erhaltenen minimalen Porenhalsgrößen zeigen, dass Werte
im Bereich von ≈ 10 nm (BE) und ≈ 1 nm (OK) möglich sind. Hinweise auf kleinere
Porenradien < 1 µm sind in der Literatur vorzufinden (Weller et al., 2015). Deren
Relevanz für die SIP Simulationen wird in Hördt et al. (2017) detaillierter bespro-
chen.
Das Verhältnis fK von Porenbauch zu -hals schwankt für die Annahme von radi-
enabhängigen Aspektverhältnissen in einem, mit der Literatur übereinstimmenden,
Bereich zwischen ca. 10 und 20. Für die Annahme von konstanten Aspektverhältnis-
sen erhöht sich fK bis auf 50. Diese Diskrepanz zu den Literaturwerten sollte nicht
überbewertet werden, da der Vergleich von fK mit Literaturwerten nicht trivial ist
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und die Schätzung von fK für echtes Gestein stark von der Auflösung der gewählten
Methode zur Untersuchung des Porenraumes und der Definition der Poren abhängt.
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Das in Kapitel 4.3 vorgestellte Netzwerkmodell ist in der Lage gemessene Daten
qualitativ zu erklären (Kapitel 4.4). Die Konstruktion des Netzwerkes basiert auf
der Annahme einer fraktalen Dimension der Porenverteilung in realen Sandsteinen.
In diesem Kapitel werden alternative Möglichkeiten vorgestellt, die MICP-Daten zu
interpretieren und das Netzwerkmodell zu erweitern.
Als ersten Schritt wurden einige getroffene Vereinfachungen bezüglich der Berech-
nung der Porosität Φ und der volumenbezogenen spezifischen inneren Oberfläche
Spor überarbeitet, um eine größere Allgemeingültigkeit zu erzielen.
Im nächster Schritt wurden zwei unterschiedliche Erweiterungen formuliert, die das
Verhalten des Phasenspektrums beeinflussen. Obwohl die aus dem SIP-Spektrum
abgeleiteten Phasenparameter (Maximale Phasenverschiebung ϕmax und Relaxati-
onszeit τc) gut getroffen werden können, zeigt die Betrachtung des gesamten Spek-
trums, dass der berechnete Phasenverlauf, ähnlich dem des zugrundeliegenden 2-
Zylinder-Modells, stark auf den Phasenpeak fokussiert ist und zu beiden Seiten steil
auf Null abfällt, während das gemessene Spektrum viel diffuser ausgeprägte Phasen-
peaks aufweist (siehe z.B. Abbildung 4.15 oder 4.16). Als einen Schritt in Richtung
einer quantitativen Beschreibung, wurden Möglichkeiten untersucht, das Modell zu
erweitern, um breitere Phasenpeaks simulieren zu können. Es wurden zwei neue
Modelle entwickelt und ihr Verhalten bezüglich der Phasenverschiebung untersucht.
Beim ersten Ansatz wurde die vereinfachte Annahme einer fraktalen Volumenver-
teilung der Porenhalsradien revidiert und stattdessen das gesamte MICP Spektrum
verwertet. Im zweiten Ansatz wurden die aus dem MICP Spektrum hervorgehenden
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dominanten Porenradien zur Konstruktion des Netzwerkes verwendet.
Abschließend wurde die Berechnung des spezifischen Widerstandes des Netzwer-
kes kritisch untersucht und ein neuer Ansatz zur Berechnung vorgeschlagen.
5.1. Neuformulierung der Porosität und der spezifischen inneren
Oberfläche
Die Berechnung der Porosität Φ über die Mittelung der einzelnen Porenkombinatio-
nen (4.20) ist nur für den Fall eines konstanten Verhältnisses fS (Radius Porenbauch
zu Matrixzylinder) gültig. Für die Möglichkeit einer Verwendung eines variablen fS
wurde die Berechnung verallgemeinert auf
Φ =
∑m
k=1(V1k + V2k)∑m
k=1 VSk
, (5.1)
mit Vi (i = 1, 2) , dem Volumen des Porenbauches und -halses und VS dem Volumen
des umgebenden Matrixzylinders und k = 1, ...,m für alle vorkommenden Poren-
kombinationen.
Mit den gleichen Überlegungen lässt sich die Berechnung der spezifischen inneren
Oberfläche Spor verallgemeinern:
Spor =
∑m
k=1Ok∑m
k=1(V1k + V2k)
, (5.2)
mit Ok, der inneren Oberfläche der Porenkombination k
Ok = M1k +M2k +OTk, (5.3)
als die Summe der Mantelflächen der Zylinder des Porenhalses und -bauches
Mik = 2pirikLik (5.4)
und der absoluten Differenz ihrer Grundflächen
OTk = 2pi|r21k − r22k|. (5.5)
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Aufgrund der fehlenden Porenradien- und längenabhängigkeit von Φ ändern sich
dessen Werte im Vergleich zum ursprünglichen Modell durch die Neuformulierung
nicht. Für das radien- und längenabhängende Spor ergeben sich bei den neuberech-
neten Werte bei den Netzwerken aus Kapitel 4.4 leichte Unterschiede: 2.301 für BE1,
2.294 für BE2 und 2.3665 für BE3. Die Verminderung der Werte ist systematisch,
jedoch vernachlässigbar gering, so dass die Ergebnisse aus Kapitel 4.4 nicht signifi-
kant verändert werden.
5.2. Porenverteilung anhand von MICP-Daten-Anpassung
Die bisherige Konstruktion des Netzwerkes beruht im Wesentlichen auf der An-
nahme einer fraktalen Porenhalsradienverteilung, wie sie aus den MICP-Messungen
(Abbildung 4.9) interpretiert werden kann. Ein Nachteil dieser Vorgehensweise ist
jedoch, dass für die Porenbauchradien eine Annahme vorgenommen werden muss:
Der im Netzwerkmodell angenommene lineare Zusammenhang zwischen r1 und r2
(4.11) ist einerseits ein weiterer freier Parameter (der jedoch aus Literaturwerten ab-
geschätzt werden kann). Anderseits erscheint die Mengenverteilung der im Netzwerk
vorkommenden Porenradien dadurch künstlich (Abbildung 5.1). Durch den steilen
Abfall der Wahrscheinlichkeit mit zunehmendem Porenhalsradius, verschwinden die
Anteile bereits nach einer Dekade, woraufhin sich, durch die lineare Verknüpfung
beider Porenradien, der komplette Verlauf für die Porenbauchradien wiederholt.
Abbildung 5.1: Tatsächliche Mengenverteilung der Porenbauch- (r1) und Porenhals-
radien (r2) einer Realisierung des Netzwerkes BE3 aus Kapitel 4.4.
Um einer physikalischeren Mengenverteilung der Radien im Netzwerk näher zu kom-
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men, wurden die MICP-Daten neu interpretiert.
5.2.1. Diskussion des MICP Verfahrens
Die Methode der MICP ist weit verbreitet. Die allgemein akzeptierte Interpretation
der Messung ist die der Porenhalsverteilung. Begründet liegt dies in der Theorie
von Washburn (1921), wonach sich eine nicht-benetzende Flüssigkeit in ein Kapillar
gegen ihre Oberflächenspannung pressen lässt (Abell et al., 1999). Für einen vernach-
lässigbar kurzen Porenhals wird das gemessene Volumen dem Porenbauch zugerech-
net und die Volumenverteilung einer MCIP Messung lässt sich, durch Annahme eines
Zusammenhangs zwischen Porenbauch und -hals, auf die Porenbauchradien übertra-
gen. Für nicht-vernachlässigbar lange Porenhälse, wie es für das 2-Zylinder-Modell
gefordert wird, würde sowohl das Volumen des Porenhalses als auch des -bauches
dem Porenhalsradius zugeordnet. Für eine Abfolge von engen und weiten Poren lässt
sich nicht mehr zwischen Porenhals und -bauch unterscheiden, und die Reihenfolge
der Vermessung spielt eine Rolle.
Abbildung 5.2 zeigt zwei schematische Porensysteme. Für das linke System wür-
de beim Einpressen von Quecksilber von unten, dem Radius 0.5 µm das Volumen
der Poren mit den Radien 0.5 µm, 1 µm und 3 µm zugewiesen werden, während
ein Einpressen von oben das Volumen der Poren mit den Radien 0.5 µm und 1.5
µm ergeben würde. Bei dem rechten System würde ein Einpressen von unten dem
Radius 1.5 µm das Volumen der Poren mit den Radien 1.5 µm und 2 µm zuweisen,
und von oben der Poren 1.5 µm und 2.5 µm. Während beim rechten System sich
Porenbäuche und -hälse differenzieren lassen, versagt diese Vorstellung im linken
System gänzlich.
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Abbildung 5.2: Schematisches Porensystem aus unterschiedlichen Porenradien. Um-
gebende Materialmatrix in grau. Abbildung nach Lührs (2018).
Die beschriebene Uneindeutigkeit der MICP-Messung führt zu einer Diskrepanz der
Interpretation von Porenhälsen und -bäuchen in der MICP-Messung im Vergleich
zum 2-Zylinder-Modell. In der 2-Zylinder-Modell Formulierung kann das rechte Sys-
tem beispielsweise als eine Abfolge von Porenkombinationen, mit jeweils einem Po-
renbauch und einem Porenhals interpretiert werden (r1 = 2 µm, r2 = 1.5 µm und
r1 = 2.5 µm, r2 = 1 µm), während eine MICP-Messung hier vier (vernachlässigbar
kurze) Porenhälse, mit den dazugehörigen vier Porenbäuchen sehen würde.
5.2.2. Neuformulierung der Netzwerkkonstruktion
Ausgehend von der beschriebenen Diskrepanz bei der Differenzierung von Poren-
hälsen und -bäuchen beim 2-Zylinder-Modell und der bei MICP-Messungen, wurde
die Wahl der Radien bei der Konstruktion des Netzwerkes verallgemeinert. Anstatt
einer Volumenverteilung von Porenhalsradien, wurde die MICP Kurve als eine Vo-
lumenverteilung von Porenradien allgemein, also Porenhälsen und -bäuchen gemein-
sam, aufgefasst.
Die Vorgehensweise, die in Kapitel 4.3 beschrieben ist, wird zunächst direkt am
Anfang abgewandelt: Die Funktion f˜V(r) (4.13) wird hier nicht als eine Anpassung
einer Potenzfunktion an die Porenhalsradienverteilung formuliert, sondern als eine
Funktion über dem Radius r, die die MICP Kurve direkt beschreibt (Abbildung 5.3,
blau). Hier genügt eine lineare Interpolation der Messdaten.
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Abbildung 5.3: Kumulierter (blau) und relativer (rot) Volumenanteil f˜V und fV am
Gesamtporenvolumen, aus MICP-Messung des Sandsteines BE, über dem Porenra-
dius r. Über das Volumen berechneter relativer Mengenanteil fA (schwarz) und die
angepassten Wahrscheinlichkeiten n˜A(Kreuze) sowie die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung aus der fraktalen Dimension (gestrichelte Linie) des ursprünglichen Modells für
das Netzwerk BE3, zum Vergleich.
Die weitere Vorgehensweise erfolgt analog zu der in Kapitel 4.3 beschriebenen: Aus
der Funktion f˜V des kumulativen Volumenanteils der Porenradien wird durch Ab-
leiten eine Funktion fV(r) der relativen Verteilung (Abbildung 5.3, rot):
fV(r) =
∂f˜V(r)
∂r
. (5.6)
Im nächsten Schritt wird unter der Berücksichtigung der Porenvolumina (4.10) fV(r)
in eine Mengenverteilung fA überführt (Abbildung 5.3, schwarz):
fA(r) =
fV(r)
V (r) . (5.7)
Zur Konstruktion des Netzwerkes werden vr Porenradien in dem Intervall rf ∈
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(rmin, ..., rmax), mit f = 1, . . . , vr, bestimmt, wobei hier, im Gegensatz zum ursprüng-
lichen Vorgehen, rmin und rmax keine freien Parameter mehr sind, sondern direkt aus
den äußersten MICP Messwerten entnommen werden. Mit fA(r) lässt sich für jedes
rf eine dazugehörige, auf 1 normierte, Wahrscheinlichkeit
nAf =
fA(rf )∑vr
i=1 fA(ri)
(5.8)
berechnen.
Der Vergleich der Mengenverteilung der Porenhalsradien aus dem ursprünglichen
Modell (Abbildung 5.3, gestrichelte Linie) mit der der Porenradien aus dem er-
weiterten Modell (Kreuze) zeigt einen ähnlichen, jedoch nach unten verschobenen,
Verlauf. Ursache ist die Normierung der Wahrscheinlichkeiten auf 1. Der vergliche-
ne relative Mengenanteil wurde für das Netzwerk BE3 berechnet, welches kleinere
Porenradien aufweist (r2 min = 0.016 µm) als das vom erweiterten Modell (≈ 0.06
µm), welches durch MICP gemessene Radien als Grenzen verwendet. Die Mengen-
verteilung des ursprünglichen Modells zeigt jedoch in dem linearen Bereich dieselbe
Steigung wie die des erweiterten Modells auf, wie es zu erwarten ist, da die fraktale
Dimension des ursprünglichen Modells aus denselben MICP-Daten berechnet wurde.
Die Wahrscheinlichkeiten nA (5.8) des erweiterten Modells entsprechen der der Po-
renradien. Da dieses, im Gegensatz zur ursprünglichen Vorgehensweise, jedoch für
beide Porenradien des 2-Zylinder-Modells gleichermaßen gilt, müssen im nächsten
Schritt Porenkombinationen formuliert und die dazugehörigen Wahrscheinlichkeiten
berechnet werden, die nA erfüllen. Für die vr unterschiedlichen Porenradien werden
v =
(
vr
2
)
mögliche Porenkombinationen betrachtet (rückwirkend lässt sich vr aus der
Vorgabe von v berechnen). Durch das Lösen des Gleichungssystems
P ·NPK = NA, (5.9)
mit NA = (nA1, ..., nAvr) einem Vektor der Wahrscheinlichkeiten der Radien und
NPK = (nPK1, ..., nPKv) einem Vektor der Wahrscheinlichkeiten der Porenkombi-
nationen, kann nPK, die geforderten Wahrscheinlichkeiten der Porenkombinationen
berechnet werden. Dazu wird die binäre Matrix P der Größe vr×v erstellt, in der pro
Spalte höchstens 2 Einträge (für Porenhals und -bauch) gleich 1 sind, und ansonsten
0. Die Matrix beschreibt für jede Porenkombination die korrespondierenden Indizes
der beteiligten Radien. Für die Spalte 1 sind es die Einträge in den Zeilen 1 und 2,
für die Spalte 2 sind es Zeile 1 und 3, etc. Eine Beispielmatrix für 15 Porenradien
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und 105 Porenkombinationen ist in Abbildung 5.4 zu sehen.
Abbildung 5.4: Matrix P aus Gleichung 5.9, für vr = 15 Porenradien und v = 105
Porenkombinationen. Indizes der Porenradien f = 1, ..., vr über den Indizes der
Porenkombinationen fPK = 1, ..., v.
Durch Vorgabe von vr diskreten Porenradien lässt sich (5.9) nicht exakt lösen, son-
dern nur als Näherung für n˜A ≈ nA. So lässt sich beispielsweise für die drei Radi-
enwahrscheinlichkeiten nA1 = 0.5, nA2 = 0.49 und nA2 = 0.01 keine Wahrscheinlich-
keitsverteilung der drei resultierenden Porenkombinationen finden, die (5.9) exakt
löst. Mit größeren vr nähert sich n˜A → nA an.
Abbildung 5.3 zeigt n˜A (Kreuze) für 23 unterschiedliche Porenradien. Die Punkte
beschreiben sehr gut die Kurve des relativen Mengenanteils (schwarz), liegen jedoch
etwas darüber. Die Ursache ist das Abknicken bei dem kleinsten Porenradius, wo der
geforderte Mengenanteil nicht erreicht werden konnte. Dieser Punkt liegt in Wirk-
lichkeit unter der Linie, wobei sich jedoch, durch die Normierung auf 1, alle Punkte
nach oben verschieben. Analog zu der ursprünglichen Vorgehensweise werden die
zu den Porenkombinationen gehörenden nPK, an Stelle von nA, verwendet, um das
Netzwerk zu konstruieren.
Das neu formulierte Netzwerkmodell anhand von MICP-Daten-Anpassung weist im
Vergleich zum ursprünglichen Modell einen stark reduzierten Parameterraum auf.
Durch die Anpassung der Porenradien an ein gegebenes MICP Spektrum wird keine
Festlegung eines Verhältnisses zwischen Porenbauch- und Porenhalsradius vorgege-
ben. Die fraktale Dimension und die Radiengrenzen ergeben sich ebenfalls implizit
aus der Anpassung und werden nicht vorgegeben. Die verbleibenden Parameter sind
in Tabelle 5.1 aufgelistet.
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Tabelle 5.1: Zusammenfassung der geometrischen Parameter des erweiterten Netz-
werkmodells anhand von MICP-Daten-Anpassung.
Symbol Beschreibung Gleichung
l, D Kantenlänge und Dimension des Netzwerkes (4.1)
c, d Porenradiusabhängigkeit der Porenlängen (4.8)
fS Radienverhältnis Matrixzylinder/Porenbauch (4.12)
v Anzahl der unterschiedlichen Porenkombinationen
Der extreme Abfall dieser Kurve stellt, sowohl für die Erweiterung als auch für
das Ursprungsmodell, ein grundlegendes Problem bei der numerischen Berechnung
des Netzwerkes dar. Durch das technisch begrenzte Ausmaß des Netzwerkes und
durch den steilen Abfall der Wahrscheinlichkeiten mit größeren Radien, werden zum
großen Teil die kleinsten Porenradien in das Netzwerk eingebaut. Abbildung 5.5
zeigt exemplarisch ein großes Netzwerk (≈ 10000 Knotenpunkte), berechnet mit
dem ursprünglichen Modell anhand einer fraktalen Dimension DF = 2.7.
Abbildung 5.5: Vorgegebene (Linie) und tatsächliche (Kreise) Mengenverteilung der
Porenhalsradien in einem Netzwerk mit n = 10648, c = 10 und d = 1. Abbildung
nach Stebner et al. (2017).
Da die Impedanzen der steilen Wahrscheinlichkeitsverteilung nach in das Netzwerk
eingebaut werden, gibt es viele kleine Porenradien, nur wenige größere (mit der
Wahrscheinlichkeit ≈ 10−4) und keine Porenradiengrößen die darüber hinausgehen.
Der größtmögliche Porenradius liegt in diesem Netzwerk bei ≈ 100 µm und seine
Wahrscheinlichkeit im Netzwerk vorzukommen beträgt nur noch ≈ 10−14. Mit ande-
ren Worten ausgedrückt, muss das Netzwerk ≈ 1014 Knotenpunkte aufweisen, damit
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der größte Porenradius eingebaut werden soll. Mit (4.2) folgt, dass in diesem Beispiel
die MatrixD ≈ 3104×1014 Elemente aufweisen muss (für die Dimension D = 3). Aus
der technischen Sicht sind Netzwerke mit 30000 Knotenpunkten realistisch (34 × 34
Matrix). Für das Beispiel würde das bedeuten, dass die Porenradien mit der Wahr-
scheinlichkeit < 3−4 nicht vertreten sind. Diese Verfälschung der Radienverteilung
hat einen vernachlässigbaren Effekt auf die Berechnung der petrophysikalischen Pa-
rameter, könnte jedoch eine große Auswirkung auf die SIP Spektren haben (Stebner
et al., 2017). Für das erweiterte Modell zeigt sich, aufgrund der gleichen Steigung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung, dasselbe Problem. Die im Netzwerk eingebauten Po-
renkombinationen weisen zum größten Teil kleine Porenradien auf (Abbildung 5.6).
Porenkombinationen mit relativ kleinen Porenradien (blau) sind deutlich stärker
vertreten als Porenkombinationen mit relativ größeren Porenradien (rot).
Abbildung 5.6: Schematische Darstellung eines Netzwerkes mit Porenkombinationen,
berechnet anhand von MICP-Daten-Anpassung, für den Sandstein BE. Porenkom-
binationen mit relativ kleinen Radien (blau, mit Porenhalsradius ∼ 0.06 µm) und
relativ großen Radien (rot, mit Porenbauchradius ∼ 0.4 µm).
Ein weiteres mit der steilen Wahrscheinlichkeitsverteilung verbundenes Problem
stellt die Berechnung von nPK aus (5.9) dar. Durch den steilen Verlauf von nA
und der Unterteilung der Porenradien in v diskrete Werte, liefert die Lösung von
(5.9) oft Porenkombinationen, die allesamt denselben Porenbauchradius mit unter-
schiedlichen Porenhalsradien kombiniert.
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5.2.3. Simulationsrechnungen
Aufgrund der Ähnlichkeit der Radienwahrscheinlichkeit mit der des Ursprungsmo-
dells, wurden mit dem erweiterten Netzwerkmodell die in Kapitel 4.4 gemachten
Simulationsrechnungen wiederholt, mit einem Fokus auf der Anpassung der gemes-
senen Relaxationszeit τc. Dafür wurden die Parameter d aus Tabelle 4.3 für BE1-BE3
und OK1-OK3 übernommen und die Parameter c neu angepasst, um τc zu treffen.
Anschließend wurde fS angepasst um die Porosität Φ zu treffen. Als MICP-Daten
wurden die vollständigen Kurven aus Abbildung 4.9 verwendet. Zusätzlich wurden
in diesem Fall die sich ergebenden minimalen, maximalen und mittleren fK berech-
net. Tabelle 5.2 zeigt alle verwendeten und berechneten Parameter im Vergleich zu
den gemessenen. Die berechneten SIP Spektren sind in Abbildung 5.7 zu sehen.
Tabelle 5.2: Gemessene und simulierte charakteristische Parameter der untersuchten
Sandsteine. Spalte BE und OK: Petrophysikalische Messdaten und aus SIP Messun-
gen abgeleitete Parameter. Spalten BE1_A-BE3_A und OK1_A-OK3_A: Simulier-
te Netzwerke mit Porenverteilungen anhand von MICP-Daten-Anpassung, mit ver-
wendeten Parametern (unten) und berechneten SIP und Petrophysik-Parametern
(oben und mittig). Alle Simulationen wurden mit v = 1000, l = 8 und D = 3
getätigt.
Parameter BE BE1_A BE2_A BE3_A OK OK1_A OK2_A OK3_A
ϕmax [mrad] 10.290 0.69 0.68 0.69 23.400 1.35 0.61 0.52
τc [s] 0.43 0.42 0.73 0.46 1.738 1.54 2.05 2.02
ρDC [Ωm] 130.960 5.7 5.48 5.64 189.070 11.36 7.68 7.48
Φ [%] 21.42 24.82 22.71 22.15 16.34 16.36 15.84 17.93
Spor [1/µm] 3.360 5.64 27,99 30.34 7.800 10.7 18.49 6.31
Qmin 471.14 204.22 700 612.21 190 1500
Qmax 728.03 1148.74 750 940.31 1884.74 1500
Qmean 712.11 985.43 750 861.18 1534.59 1500
fK min 1.15 1.15 1.15 1.17 1.12 1.11
fK max 15.15 4.82 4.18 10.52 14.31 6.99
fK mean 1.38 1.43 1.36 2.3 1.53 1.34
c 400 3e-7 1500 300 0.5e-7 3000
d 0.883 0.296 1.000 0.838 0.260 1.000
fS 1.9 1.8 1.9 2.2 2.1 2.2
109
5. Weiterentwicklung des Netzwerkmodells
Abbildung 5.7: Simulierte SIP-Spektren als spezifischer Widerstand ρ (oben) und
Phasenverschiebung ϕ (unten) über der Frequenz f = ω/2pi für Sandstein BE (links)
und OK (rechts). Netzwerke BE1_A bis BE3_A und OK1_A bis OK3_A, konstru-
iert anhand von MICP-Daten-Anpassung, mit den Parametern aus Tabelle 5.2.
5.2.4. Diskussion der Simulationsergebnisse
Die in Tabelle 5.2 aufgeführten Ergebnisse lassen sich in zwei Punkten zusammen-
fassen.
Zum einen ist die maximale Phasenverschiebung ϕmax in allen Fällen deutlich niedri-
ger, als bei den Berechnungen mit dem Ursprungsmodell. Dies hängt hauptsächlich
mit der Verteilung der Porenradien zusammen. Anders als im ursprünglichen Netz-
werkmodell, wo ein festes Porenbauch/Porenhals-Verhältnis vorgegeben wird, sind
hier, durch das Lösen von (5.9), Porenkombinationen möglich, die ähnliche Radien
für Porenbauch und -hals aufweisen. Das berechnete durchschnittliche Verhältnis im
erweiterten Modell beträgt für beide Sandsteine ungefähr fK mean ≈ 1−2. Die kleinen
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Verhältnisse wirken sich negativ auf die Polarisierbarkeit aus (Hördt et al., 2017). Da
ρDC proportional zu fK ist (Abbildung 4.17 oder 4.18) ergeben sich ebenso niedrige
ρDC Werte. Die Clusterung der Porenradien bei kleinen Größen führt weiterhin zu
einer Vergrößerung der spezifischen inneren Oberfläche Spor, die hier in allen Fällen
über der gemessenen liegt. Die kleinen Verhältnisse fK wirken sich auch auf die Form
der Phasenkurven aus (Abbildung 5.7). Durch die Clusterung der Porenradien, sind
auch die Verhältnisse der extremen Aspektverhältnisse Qmax/Qmin in diesem Fall
deutlich kleiner (< 10) als beim Ursprungsmodell (bis zu einigen Hundert). Durch
die Abhängigkeit von τc von den Porenlängen (3.6) folgt eine geringere Varianz von
τc, was zu noch stärker ausgeprägteren Phasenpeaks als beim Ursprungsmodell führt.
Zum anderen mussten zum Erreichen des gemessenen τc, in allen Fällen c Werte
gewählt werden, die zu Aspektverhältnissen Q von mehreren Hundert bis über Tau-
send führen.
5.3. Porenverteilung anhand von dominanten Porenradien
Das in Kapitel 5.2 erweiterte Netzwerkmodell passt eine Porenkombination-Verteilung
an gemessene MICP-Daten an, welches zu einer Verteilung der Porenradien führt,
die ähnlich ist zu der im Ursprungsmodell (Kapitel 4.3). Aus Gründen des Speicher-
und Rechenleistungsbedarfs lassen sich für beide Varianten keine Netzwerke simu-
lieren, die groß genug sind, um die komplette Radienverteilung zu berücksichtigen
(Abbildung 5.5). Dieses Problem wird beim erweiterten Modell durch die Clusterung
der Porenradien an kleinen Radiengrößen verstärkt. Ein weiterer Effekt sind die im
Vergleich zum Ursprungsmodell größeren Aspektverhältnisse und stärker ausgepräg-
te Phasenpeaks.
Die Annahme einer fraktalen Verteilung des Porenvolumens, auf der sowohl das
ursprüngliche als auch das erweiterte Netzwerkmodell beruhen, widerspricht bei ge-
nauer Betrachtung der Annahme einer endlichen spezifischen Oberfläche. Bei einer
gegebenen fraktalen Dimension würde die spezifische innere Oberfläche mit zuneh-
mend kleiner werden Radien unendlich groß anwachsen. Das Netzwerkmodell umgeht
diese Diskrepanz mit der Annahme eines kleinsten Porenradius r2 min bzw. rmin. Die-
ser lässt sich, bedingt durch die endliche Auflösung der Messverfahren, nicht direkt
bestimmen und wird als freier Parameter gerade durch die Wahl einer spezifischen
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inneren Oberfläche angepasst - einer Größe, die ebenso bedingt durch die Auflösung
ihrer Messung mit Unsicherheit behaftet ist.
Um den willkürlichen Zusammenhang zwischen Spor und dem kleinsten Porenradius
zu entschärfen und um eine breite Radien- und Längenverteilung und die damit ver-
bundene Verbreiterung des Phasenpeaks zu erreichen, wurden im nächsten Ansatz
die MICP-Daten erneut neu interpretiert. Anstatt den gesamten MICP Verlauf zu
verwenden (Kapitel 5.2) oder nur die daraus abgeleitete fraktale Dimension (Kapi-
tel 4.3), wurden in diesem Ansatz dominante Porenradien verwendet. MICP-Daten
zeigen für viele Sandsteine einen Peak der relativen Porenvolumenanteile, welcher
bei einem Wert liegt, der für die meisten Sandsteine in einem Bereich von ≈ 1− 15
µm gemessen wird (z.B. Bairlein, 2017, Anhang A.1) und der als dominanter Po-
renradius bezeichnet wird. Dominante Porenradien finden eine breite Anwendung in
der Literatur und werden z.B. zur Untersuchung von hydraulischen Eigenschaften
verwendet (z.B. Bloomfield et al., 2001).
Für die Erweiterung des Netzwerkmodells anhand von dominanten Porenradien wur-
de der dominante Porenradius als der dominante Porenbauchradius r1 dom interpre-
tiert. Die hier untersuchten Sandsteine BE und OK zeigen dominante Porenradien
bei r1 dom = 14 µm (BE) und r1 dom = 3 µm (OK) (Abbildung 4.9). Ein domi-
nanter Porenhalsradius r2 dom bei den kleineren Porenradien ist in den Messdaten
nicht als Peak erkennbar, deutet sich jedoch durch den Anstieg zu den kleineren
Porenradien hin an, und wird bei MICP-Messungen an anderen Sandsteinen oft bei
Werten ≈ 0.01 µm gemessen (z.B. Bairlein, 2017, Anhang A.1). Für die Modeller-
weiterung wurden beide dominante Porenradien ri dom als Parameter verwendet und
logarithmische Normalverteilungen um diese Größen angenommen, mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte (Limpert et al., 2001):
fi(x) =

1√
2piσˆix
exp
(
− (ln(x)− µˆi)
2
2σˆ2i
)
x > 0
0 x ≤ 0
. (5.10)
µˆi und σˆi stellen die Skalen- und Formparameter der logarithmischen Normalver-
teilung dar, wobei µˆi dem Median entspricht und aufgrund der Asymmetrie der
Verteilung ungleich deren Erwartungswert ist. Der Erwartungswert uˆi und die Va-
rianz vˆ2i der logarithmischen Normalverteilung lassen sich wie folgt berechnen:
uˆi = exp
(
µˆi +
σˆ2i
2
)
(5.11)
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und
vˆ2i = exp(2µˆi + σˆ2i )(exp(σˆ2i )− 1). (5.12)
Das Lösen des Gleichungssystems (5.11 und 5.12) nach µˆi und σˆi ermöglicht eine
Parametrisierung der logarithmischen Normalverteilung durch den Erwartungswert
uˆi und der Varianz vˆ2i :
µˆi = log
 uˆ2i√
vˆ2i + uˆ2i
 (5.13)
σˆi =
√√√√log( vˆ2i
uˆ2i
+ 1
)
. (5.14)
Die aus den MICP Messungen entnommenen Daten werden zur Bestimmung von uˆi
und vˆi verwendet: uˆi = ri dom und vˆi = σriri dom, wobei σri ein Maß für die Breite
der Verteilung ist. Für die Konstruktion des Netzwerkes werden im ersten Schritt
v Porenkombinationen bestimmt. Dazu werden pro Porenkombination v Werte für
r1 aus f1 und genauso viele Werte für r2 aus f2 gezogen. Im zweiten Schritt werden
analog zu den Porenradien die Porenlängen aus (5.10) bestimmt, mit uˆi = Li dom
und vˆi = σLiLi dom. Die dominanten Porenlängen Li dom lassen sich nicht aus den
MICP Daten ableiten und verbleiben als freie Parameter. Es ist zu beachten, dass
durch sich überlappende Wahrscheinlichkeitskurven Kombinationen mit r2 > r1 er-
geben können.
Für jede der v Porenkombinationen werden vier einander zugeordnete Werte der
geometrischen Parameter r1, r2, L1 und L2 jeweils aus den vier Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, definiert durch die Netzwerkparameter (Tabelle 5.3, oben), gezogen.
Mit den so definierten Porenkombinationen wird, der Vorgehensweise des Ursprungs-
modells folgend, das Netzwerk konstruiert, indem die v Porenkombinationen mit den
gleichverteilten Wahrscheinlichkeiten nA = 1/v in das Netzwerk eingebaut werden.
Das erweiterte Modell anhand von dominanten Porenradien weist 8 spezifische und
4 zum Ursprungsmodell unveränderte Parameter auf (Tabelle 5.3). Es lassen sich
Porenverteilungen konstruieren, die gleichzeitig sowohl kleine, als auch große Poren-
radien abdecken (Abbildung 5.8). Bei der Wahl der Parameter sollte bedacht werden,
dass die Peaks der Mengenverteilung leicht gegen die gewählten dominanten Radi-
en verschoben sind, da der Erwartungswert einer logarithmischen Normalverteilung,
als deren arithmetischer Mittelwert, nicht beim Peak liegt (Gl. (5.11) und (5.12)),
die dominanten Porenradien aus den MICP Daten jedoch als die Erwartungswerte
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interpretiert wurden.
Tabelle 5.3: Zusammenfassung der geometrischen Parameter des erweiterten Netz-
werkmodells anhand von dominanten Porenradien. Im Vergleich zum Ursprungsmo-
dell unveränderte Parameter (unten) und spezifische Parameter der Modellerweite-
rung (oben). Index i = 1 für Porenbauch und i = 2 für Porenhals.
Symbol Beschreibung Gleichung
ri dom Dominante Porenradien
Li dom Dominante Porenlängen
σri Breite der Porenradienverteilungen
σLi Breite der Porenlängenverteilungen
l, D Kantenlänge und Dimension des Netzwerkes (4.1)
fS Radienverhältnis Matrixzylinder/Porenbauch (4.12)
v Anzahl der unterschiedlichen Porenkombinationen
Abbildung 5.8: Mengenverteilung der Porenradien (links) und -längen (rechts) in-
nerhalb eines, anhand von dominanten Porenradien und -längen berechneten, Netz-
werkes, mit den Parametern r1 dom = 13 µm, σr1 = 0.2, r2 dom = 0.1 µm, σr2 = 3,
L1 dom = 40 µm, σL1 = 3, L2 dom = 0.1 µm, σL2 = 1 sowie v = 327684, l = 31 und
D = 3. Porenhalsradien und -längen aus den linken Peaks und Porenbauchradien
und -längen aus den rechten.
5.3.1. Parameterstudie
Im ersten Schritt wurde die Veränderung des Phasenspektrums in Abhängigkeit der
Streuung der Porenradien (σr1 und σr2) und der Porenlängen (σL1 und σL2) im Ver-
gleich zum Phasenspektrum des Referenzpunktes σr1 = σr2 = σL1 = σL2 ≈ 0 (im
Folgenden in der Notation (σr1, σr2, σL1, σL2)), untersucht. Dieser entspricht einem
2-Zylinder-Modell mit r1 = r1 dom, r2 = r2 dom, L1 = L1 dom und L2 = L2 dom. Die
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dominanten Größen wurden so gewählt, dass das System nach (3.21) im WP Regime
operiert (r1 dom = 13 µm, r2 dom = 0.1 µm, L1 dom = 40 µm und L2 dom = 0.1 µm,
Abbildung 5.9, schwarze Kure).
Die Simulationsrechnungen zeigen, dass durch die Erhöhung der Streuung der Poren-
größen der Maximalwert und die Breite des Phasenspektrums variiert werden kann
(Abbildung 5.9, farbige Kurven). Mit steigender Streuung σri = 1, 2, . . . der Poren-
radien bei gleichbleibender Streuung σLi = 0 der Porenlängen können, durch die
breiter werdende Wahrscheinlichkeitsverteilung, bei der Festlegung der Porenkom-
binationen zunehmend mehr kleinere mit größeren Porenradien kombiniert werden,
was zu einem höheren fK (Abbildung 5.10, links, rot) und einem höheren ϕmax führt
(Abbildung 5.8, links). Gleichzeitig erhöht sich dadurch die Varianz der Aspektver-
hältnisse Q (Abbildung 5.10, rechts, rot) und damit die der Relaxationszeiten, was
zu einer Verbreiterung des Peaks führt. Die Erhöhung der Streuung der Porenlängen
hat keinen Einfluss auf fK (Abbildung 5.10, links, blau), wodurch ϕmax größtenteils
gleich bleibt. Jedoch hat die Erhöhung der Streuung der Porenlängen denselben
Einfluss auf die Aspektverhältnisse Q (Abbildung 5.10, rechts, blau), wie eine Er-
höhung der Streuung der Porenradien, wodurch der Phasenpeak breiter wird. Bei
gleichbleibendem ϕmax wächst, mit einer höheren Porenlängenstreuung die Peakbrei-
te (Abbildung 5.8, rechts).
Abbildung 5.9: Variation der Phasenverschiebung ϕ in Abhängigkeit von der Streu-
ung der Porenradien (links) und Porenlängen (rechts). Netzwerk konstruiert anhand
von dominanten Porenradien, mit r1 dom = 13 µm, r2 dom = 0.1 µm, L1 dom = 40 µm
und L2 dom = 0.1 µm, v = 1000, l = 8, D = 3 und fS = 2.1. Legende: Streubreite in
der Notation (σr1, σr2, σL1, σL2).
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Abbildung 5.10: Variation des Porenbauchradius/Porenhalsradius Verhältnisses fK
(links) und des Aspektverhältnisses Q (rechts), für minimale, mittlere und maximale
Werte, in Abhängigkeit von der Streuung der Porenradien (rot) und Porenlängen
(blau). Netzwerk konstruiert anhand von dominanten Porenradien, mit den Parame-
tern aus Abbildung 5.9 und der Parameterstreuung (σr1, σr2, σL1, σL2) mit (i, i, 0, 0)
für Porenradienstreuung (rot) und (0, 0, i, i) für Porenlängenstreuung (blau). Index:
i-te Simulation.
Im zweiten Schritt wurde der Referenzpunkt (1,1,1,1) verwendet und die Variation
der Streuung der Porenhälse und -radien untersucht, indem das Maß der Streuung
für alle Parameter einzeln und in Kombination variiert wurde (Abbildung 5.11). Um
die statistische Unsicherheit zu minimieren, wurden für die Extremfälle (σr,Li = 4)
zusätzlich große Netzwerke (≈ 30000 Knotenpunkte) berechnet (Abbildung 5.11,
Zeile 4), deren korrespondierenden Porenradien und -längenverteilungen in Abbil-
dung 5.12 gezeigt sind.
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Abbildung 5.11: Phasenverschiebung ϕ in Abhängigkeit der Streuung der Porenra-
dien (links) und der Porenlängen (rechts). Unterteilt in Variation der Streuung der
Parameter des Porenbauches (1. Zeile), Porenhalses (2. Zeile), beider gemeinsam (3.
Zeile) und Extrempunkte (4. Zeile). Zeile 1-3: Parameter aus Abbildung 5.9. Zeile
4: Große Netzwerke (n = 29791), mit den Parametern l = 31, v = 32768. Die zu
Zeile 4 gehörenden Porenradien und -längenverteilungen sind in Abbildung 5.12 zu
finden. Legende: Streubreite in der Notation (σr1, σr2, σL1, σL2).
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Abbildung 5.12: Porenradien und -längenverteilung anhand von dominanten Poren-
radien, für ein großes Netzwerk (n = 29791) mit den dominanten Porenradien und
-längen aus Abbildung 5.9 sowie l = 31 und v = 32768. Aufgeteilt nach Streuung
der Radien (links) und Längen (rechts) sowie dem Referenzpunkt (oben). Zugehöri-
ge SIP-Spektren sind in Abbildung 5.11, Zeile 4, zu finden. Legende: Streubreite in
der Notation (σr1, σr2, σL1, σL2).
Die maximale Phasenverschiebung wird erreicht, wenn beide Porenradien breit ge-
streut werden (4,4,1,1). Wird nur der Porenbauchradius r1 gestreut (4,1,1,1), so zeigt
sich eine leichte Vergrößerung von ϕmax und eine Verbreiterung des Phasenpeaks.
Eine Streuung des Porenhalsradius r2 wirkt sich kaum auf ϕmax oder die Peakbreite
aus. Bei den Relaxationszeiten τc zeigt sich in allen Fällen eine unterschiedlich stark
ausgeprägte Verschiebung zu höheren Frequenzen. Bei der Variation der Porenlän-
gen zeigt sich eine viel geringere Auswirkung auf ϕmax, wobei das größte ϕmax mit
der Streuung von der Länge des Porenhalses und das niedrigste mit der Streuung
der Länge des Porenbauches erfolgt. Für die Streuung von beiden Längen ergibt sich
keine Veränderung von ϕmax.
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Die in Kapitel 3.3.1 untersuchten Sensitivitäten für ein System im WP Regime
zeigen, dass ϕmax stark von r1 abhängt, weniger stark und zu gleichen Anteilen von
L1 und L2 und kaum von r2, was sich in den Simulationsergebnissen widerspiegelt
(Abbildung 5.11, Zeile 4). τc hängt stark von L1 ab und zu gleichen Teilen schwach
von r1 und r2. Dieser Effekt lässt sich nur teilweise beobachten. Die Streuung von
r1 und von L2 vermindert τc (Zeile 4: links, gestrichelte Linie und rechts, gepunk-
tete Linie), während die Streuung von r2 und L1 keinen Effekt zeigt (Zeile 4: links,
gepunktete Linie und rechts, gestrichelte Linie).
Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die maximale Phasenverschiebung ϕmax
hauptsächlich durch die Streuung der Porenradien variiert werden kann und die Brei-
te des Phasenpeaks durch die Streuung der Porenlängen. Ein sekundärer Effekt ist
die Variation von τc in Abhängigkeit der Streuung von sowohl Porenradien als auch
-längen. Sie hängt einerseits von den, aus den Regimen WP oder SNP folgenden,
Sensitivitäten der Input-Parameter ab und andererseits davon, ob sich die Ausgangs-
größe in einem linearen oder nicht-linearen Bereich bewegt. Dieser sekundäre Effekt
ist schwer abzuschätzen, ist bei der richtigen Wahl der Parameterbereiche jedoch
vernachlässigbar.
5.3.2. Simulation realer Materialien
Als nächstes wurde untersucht, ob das anhand von dominanten Porenradien erweiter-
te Netzwerkmodell die gemessenen petrophysikalischen und die aus SIP Messungen
abgeleiteten Parameter (siehe Kapitel 4.4) gleichzeitig simulieren kann.
Im ersten Schritt wurde das 2-Zylinder-Modell (Kapitel 3) verwendet, um einen
Ausgangspunkt für die Parameter des erweiterten Netzwerkmodells (Tabelle 5.3)
abzuschätzen. Da fS hauptsächlich die Porosität bestimmt, wurde als Ausgangswert
der Wert aus Tabelle 4.3 übernommen. Um die restlichen geometrischen Größen
festzulegen wurde ein Gleichungssystem für ϕmax und τc formuliert:
ϕmax = ϕmax(r1, r2, L1, L2)
τc = τc(r1, r2, L1, L2).
(5.15)
Durch Festhalten von r1 und r2 und durch Vorgabe von ϕmax und τc kann das Glei-
chungssystem numerisch gelöst werden, um L1 und L2 zu erhalten. Die Lösung ist
nicht exakt, sondern wird durch die Minimierung der Fehlerquadrate als eine Nä-
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herung berechnet. Für ϕmax und τc wurden die gemessenen Werte der Sandsteine
verwendet (Tabelle 5.2, Spalte BE und OK). Für r1 wurden in guter Näherung die
Werte der dominanten Porenradien r1 dom = 14 (BE) und r1 dom = 3 (OK) aus den
MICP-Messungen genommen. Für die Porenhalsradien r2 wurde ein Bereich von
1 − 100 nm untersucht. Die beste Lösung von (5.15) ergaben die Werte r1 = 13
µm, r2 = 0.0164 µm, L1 = 85.783 µm und L2 = 0.00442 µm für BE sowie r1 = 3
µm, r2 = 0.0085 µm, L1 = 172.2 µm und L2 = 0.043 µm für OK. Der sehr kurze
Porenhals L2  r2 lässt sich als eine verschwindend dünne Kontaktstelle zwischen
zwei Porenbäuchen interpretieren. Dieser Aspekt wurde bereits in Kapitel 5.2.1 im
Zusammenhang mit MICP Messungen diskutiert, und wird in Kapitel 5.3.3 im Zu-
sammenhang mit Aspektverhältnissen aus µ-CT Messungen wieder aufgegriffen.
Im zweiten Schritt wurden die so ermittelten Werte als Startparameter der do-
minanten Größen des erweiterten Netzwerkmodells angenommen (r1 dom = 13 µm,
r2 dom = 0.0164 µm, L1 dom = 172.2 µm und L2 dom = 0.043 µm). Für die Streuungs-
parameter wurde zunächst σr1 = σr2 = σL1 = σL2 = 1 gewählt. Anschließend wurden
die Parameter mit Hilfe der in der Parameterstudie erhaltenen Erkenntnisse verän-
dert, um die gemessenen SIP Spektren optimal zu beschreiben. So wurde σr2 und σL1
vergrößert um den Phasenpeak zu verbreitern und r1 dom = r1 und r2 dom = r2 für
ein optimales ϕmax auf einander abgestimmt. Die dominanten Längen L1 dom und
L2 dom wurden variiert um ein optimales τc zu erreichen. Hierbei musste beachtet
werden, dass r1 dom und σr1 stark durch die MICP-Daten vorgegeben sind.
Im dritten Schritt wurde die Porenradienverteilung an die gemessenen MICP-Daten
angepasst. Aus den geometrischen Parametern lässt sich für jeden Porenradius das
Volumen berechnen. Die kumulative Summierung aller Volumina führt zu einer der
MICP-Daten ähnlichen Darstellung (Abbildung 5.13, oben). Diese Pseudo-MICP
Berechnung entspricht nicht einer realen Messung (siehe Kapitel 5.2.1), sondern
stellt nur eine Vergleichsmöglichkeit zu dieser dar. Die Variation von r1 dom und σr1
bestimmt, durch die großen Volumina der großen Porenradien, maßgeblich das Aus-
sehen der Pseudo-MICP Kurve, als dass r1 dom den Ort und σr1 die Neigung des
steilen Anstiegs des kumulierten Volumenanteils festlegt. Durch die Variation der
anderen geometrischen Netzwerkparameter variiert die Kurve minimal, so dass sich
für r1 dom und σr1 ein enger Bereich ergibt, in dem sie korrigiert werden müssen, um
den Anstieg zu treffen.
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Abbildung 5.13: Gemessene MICP-Daten und Pseudo-MICP Berechnung (oben),
Porenradien und -längenanteile (mittig) und Aspektverhältnisse (unten) der simu-
lierten Netzwerke BE1_B und BE2_B sowie OK1_B und OK2_B, mit den Para-
metern aus Tabelle 5.4. Die Porenradien und -längenveteilungen für BE1_B und
BE2_B und für OK1_B und OK2_B sind identisch.
Alle Werte der vier dominanten Größen und ihrer Streuung wurden unter der Rand-
bedingung variiert, dass sich die resultierenden Porenverteilungen (Abbildung 5.13,
mittig) im physikalisch sinnvollen Bereich bewegen (≈ 1 Å – ≈ 1 cm). Die sich durch
diese manuelle iterative Anpassung (abwechselnde Ausführung von Schritt 2 und 3)
ergebenden optimalen Parameter sowie die Simulationsergebnisse sind in Tabelle 5.4
unter BE1_B und BE1_B verzeichnet und die korrespondierenden SIP Spektren in
Abbildung 5.14 (gestrichelte Linie).
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Tabelle 5.4: Gemessene und simulierte charakteristische Parameter der untersuchten
Sandsteine. Spalte BE und OK: Petrophysikalische Messdaten und aus SIP Messun-
gen abgeleitete Parameter. Spalten BE1_B-BE3_B und OK1_B-OK3_B: Simu-
lierte Netzwerke mit Porenverteilungen anhand von dominanten Porenradien, mit
verwendeten Parametern (unten) und berechneten SIP und Petrophysik-Parametern
(oben und mittig). Alle Simulationen wurden mit D = 3 getätigt.
Parameter BE BE1_B BE2_B BE3_B OK OK1_B OK2_B OK3_B
ϕmax [mrad] 10.290 5.4 10.7 10 23.400 34.88 25.5 24.2
τc [s] 0.43 0.63 0.36 0.63 1.738 1.21 1.31 1.52
ρDC [Ωm] 130.960 182.7 133.2 33.4 189.070 137.1 182.8 41.3
Φ [%] 21.42 22.7 22.7 22.6 16.34 16 16 16
Spor [1/µm] 3.360 0.177 0.177 0.169 7.800 1.03 1.03 1.02
Qmin 0.001 0.001 0.001 0.08 0.08 0.02
Qmax 202 202 2612 1460 1460 5120
Qmean 2.9 2.9 3.4 40 40 40.5
fK min 4.79 4.79 1 35 35 8
fK max 1.08e5 1.08e5 4.8e5 3.03e4 3.03e4 7.4e4
fK mean 3071 3071 2907 1275 1275 1211
l 8 8 31 8 8 31
v 1000 1000 32768 1000 1000 32768
r1 dom [µm] 11.5 11.5 11.5 1.7 1.7 1.7
r2 dom [µm] 0.04 0.04 0.04 0.004 0.004 0.004
L1 dom [µm] 128.68 128.68 128.68 220 220 220
L2 dom [µm] 0.0058 0.0058 0.0058 0.019 0.019 0.019
σr1 0.3 0.3 0.3 0.4 0.4 0.4
σr2 3 3 3 1.3 1.3 1.3
σL1 5 5 5 2 2 2
σL2 1 1 1 1 1 1
fS 2.1 2.1 2.1 2.5 2.5 2.5
fQ 0.42 0.72 0.72 0.42 0 0
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Abbildung 5.14: SIP-Spektren als spezifischer Widerstand ρ (oben) und Phasenver-
schiebung ϕ (unten) über der Frequenz f = ω/2pi für Sandstein BE (links) und OK
(rechts). Gemessene Spektren BE und OK sowie simulierte Spektren der Netzwerke
BE1_B bis BE3_B und OK1_B bis OK3_B, anhand von dominanten Porenradien,
mit den Parametern aus Tabelle 5.4.
Simulationsergebnisse:
Abbildung 5.14 (gestrichelte Linie) zeigt, dass τc für beide Sandsteine gut getrof-
fen werden konnte, während ρDC für BE zu hoch ist (∼ 180 Ω m) und für OK zu
niedrig (∼ 140 Ω m) sowie ϕmax für BE zu niedrig (∼ 5 mrad) und für OK zu
hoch (∼ 35 mrad). Die Porosität Φ konnte durch die Anpassung von fF gut ge-
troffen werden, während sich für die resultierende spezifische innere Oberfläche Spor
für beide Sandsteine ein um ca. 1 Größenordnung zu kleiner Wert ergibt. Für die
Aspektverhältnisse zeigen sich mittlere Werte von ≈ 3 (BE) und ≈ 40 (OK), wobei
im Gegensatz zum ursprünglichen Modell (Kapitel 4.3) sich hier kurze Porenhälse
(Q = 0.001 (BE) und Q = 0.08 (OK)) und lange Porenbäuche (Q = 202 (BE) und
Q = 1460 (OK)) ergeben (Abbildung 5.13, unten). Die mittleren Porenbauch/-hals
Radien Verhältnisse erreichen Werte von mehreren Größenordnungen.
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Idealer Fit der SIP-Spektren:
Optimale Ergebnisse für die SIP Parameter konnten erzielt werden, indem ein elek-
trolytischer Parameter, der Partitions-Koeffizient fQ (Gleichung (3.5)) variiert wur-
de. Der ursprünglich nach Gleichung (3.16) berechnete Wert fQ = 0.415 wurde für
BE nach oben korrigiert (fQ = 0.72) und für OK nach unten (fQ = 0). Das an-
sonsten unveränderte Parameterset ist in Tabelle 5.4 unter BE2_B und OK2_B
angegeben, wobei hier das selbe Netzwerk wie in BE1_B und OK1_B, ohne eine
zufällige Neuverteilung der Poren, verwendet wurde, was zu selben petrophysika-
lischen Parametern führt. Die sich so ergebenden SIP Spektren (Abbildung 5.14,
gepunktet-gestrichelte Linie) bilden ϕmax, τc und ρDC sowie die Phasenpeakbreite
ideal ab.
Robustheit:
Um die Robustheit der Simulationen zu testen, wurden mit denselben geometri-
schen Parameter wie in BE2_B und OK2_B ein größeres Netzwerk (n ≈ 30000
Knotenpunkte) mit l = 31 und v = 32768 berechnet. Das verwendete Parameter-
set und die Simulationsergebnisse sind in Tabelle 5.4 unter BE3_B und OK3_B
angegeben und korrespondierenden SIP Spektren in Abbildung 5.14, (gepunktete
Linie). Die Ergebnisse zeigen, dass ϕmax und τc robust gegenüber der Veränderung
der Netzwerkkantenlänge l sind, ρDC jedoch mit l abnimmt. Die resultierenden pe-
trophysikalischen Parameter zeigen eine Abweichung der Extremwerte von Q und
fK, welche sich jedoch in denselben Größenordnungen bewegen.
5.3.3. Diskussion der Simulationsergebnisse
Mit den in Tabelle 5.4 unter BE2_B und OK2_B aufgeführten Parametern lassen
sich Netzwerke konstruieren, die für beide Sandsteine sowohl die abgeleiteten SIP
Parameter (ϕmax, τc und ρDC) als auch den Verlauf der Spektren selbst ideal repro-
duzieren (Abbildung 5.14, gepunktet-gestrichelte Linie).
Petrophysikalische Parameter:
Die gemessene Porosität Φ konnte gut getroffen werden, während die spezifischen in-
neren Oberflächen Spor für beide Sandsteine als zu klein berechnet wurden. Ursache
dafür ist die Art der Konstruktion des Netzwerkes anhand von dominanten Porenra-
dien: Durch die Auswahl der Porenbäuche aus größeren Radien und der Porenhälse
aus kleineren (Abbildung 5.13, mittig), wird gewährleistet, dass im Gegensatz zum
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Ursprungsmodell (Kapitel 4.3) auch große Radien im Netzwerk vorkommen. Da aus
dem 2-Zylinder-Modell jedoch folgt, dass im resultierenden Netzwerk genauso vie-
le Porenbäuche wie Porenhälse vorkommen, nehmen die kleinen Porenradien einen
signifikant kleineren Mengenanteil als die großen im Netzwerk ein. Dies führt zu
einem niedrigeren Spor als im Ursprungsmodell, in dem dazu entgegengesetzt, zu
wenige große Porenradien auftreten. Das Fehlen der kleinen Porenradien ist in der
Pseudo-MICP Darstellung (Abbildung 5.13, oben) als der steile Abfall der Volumina
auf Null unterhalb von r ≈ 5 µm (BE) und r ≈ 0.5 µm (OK) zu erkennen, während
die gemessene MICP Kurve unterhalb dieser Werte Volumina zeigt.
Obwohl sich gemessene MICP-Daten nicht abschließend mit Pseudo-MICP Berech-
nungen vergleichen lassen, lässt sich diese Diskrepanz physikalisch erklären. In einem
realen Material kommen „blinde“ Poren vor (Abbildung 5.15), die zwar durch das
MICP Verfahren gemessen werden, die jedoch nicht an der Polarisation oder der
Leitfähigkeit beteiligt sind. Blinde Poren können als Rillen oder Einbuchtungen im
Material verstanden werden, die allgemein hin als Oberflächenrauheit aufgefasst wer-
den können. Aus dem Vergleich der gemessenen MICP Kurve mit der Pseudo-MICP
Kurve lässt sich durch die Differenz beider Kurven im betreffenden Bereich der
Prozentsatz abschätzen, der den blinden Poren zuzuordnen ist. Für BE ergibt das
ca. 15-20 % und für OK ca. 25-30 %. Die angenommene größere Rauigkeit des OK
Sandsteines im Vergleich zu BE ist konsistent mit dem gemessenen höheren Wert der
spezifischen inneren Oberfläche (Spor = 3.4 (BE) gegen Spor = 7.8 (OK)). Eine er-
höhte Rauigkeit von OK im Vergleich zu BE ist auch in den Rastertunnelmikroskop-
Bildern zu erkennen, in denen der OK Sandstein eine größere Fragmentierung der
Körner und eine großflächige erhöhte Oberflächenrauigkeit zeigt, während der BE
Sandstein großflächige glatte Strukturen aufweist (Abbildung 4.7 und 4.8).
Abbildung 5.15: Schematische Darstellung einer
blinden Pore bei einer MICP-Messung. Quecksil-
ber (gelb) und Mineralmatrix (grau). Abbildung
nach Lührs (2018).
Der Vergleich der Pseudo-MICP Berechnungen beider Erweiterungen des Netzwerk-
modells und des Ursprungsmodells zeigt unterschiedliche Abdeckungen der Poren-
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größen (Abbildung 5.16). Die Porenverteilung anhand von fraktaler Dimension (rot)
beinhaltet die Annahme über ein konstantes Verhältnis fK zwischen Porenbauch-
und Porenhalsradien. Aufgrund des kleinen Wertes (fK ≈ 20) verschmelzen die Vo-
lumenanteile beider Radien in der Darstellung zu einem gemeinsamen Peak. Die
Porenverteilung anhand der MICP-Anpassung (blau) kombiniert anhand des gan-
zen MICP Spektrums Porenbäuche und -hälse, deren Volumina sich aufgrund der
steilen Mengenverteilung an den kleinsten Radien sammeln. Durch die Porenver-
teilung anhand von dominanten Porenradien (grün) wird gewährleistet, dass auch
große Porenradien im Netzwerk vorkommen. Durch die gleichen Anteile von Po-
renbäuchen und -radien ist der Anteil des Volumens der Porenbäuche jedoch sehr
viel höher, was sich in einem Peak der Volumenverteilung bei den größeren Radi-
en äußert. Während das Ursprungsmodell den Volumenanteil-Peak an der falschen
Position produziert, können beide Modellerweiterungen einen Teil des gemessenen
relativen Volumenverlaufs (schwarz) abdecken, wobei nur die Erweiterung anhand
von dominanten Porenradien den in der Literatur verwendeten dominanten Poren-
radius adäquat wiedergibt.
Abbildung 5.16: Exemplarischer Vergleich der gemessenen Porenvolumenverteilung
(schwarz, Abbildung 4.9) mit simulierten Pseudo-MICP-Daten des Ursprungsmo-
dells und der beiden Erweiterungen für den Sandstein BE: Rot: Porenverteilung
anhand von fraktaler Dimension (Kapitel 4.3, BE1). Blau: Porenverteilung anhand
von MICP-Daten-Anpassung (Kapitel 5.2, BE1_A). Grün: Porenverteilung anhand
von dominanten Porenradien (Kapitel 5.3, BE1_B). Relative (Histogramme) und
kumulative (Linien) Volumenanteile der Porenradien.
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Partition-Koeffizient:
Die Anpassung des Partitions-Koeffizienten zeigt, dass für den Sandstein OK die
Sternschicht vernachlässigt werden kann (fQ = 0), während bei BE die Oberflä-
chenleitfähigkeit durch eine starke Sternschicht (fQ = 0.72) geprägt ist. Eine direk-
te Messung von fQ ist nicht möglich. Stattdessen wird fQ durch Modellrechnungen
bestimmt und hängt von vielen Einflussfaktoren wie Ionenkonzentration, pH-Wert
(Hördt et al., 2016) aber auch von Tongehalt und -art (Leroy and Revil, 2004) ab.
Die Bedeutung und Abhängigkeit von fQ ist, zum Stand dieser Arbeit, Gegenstand
aktueller Forschung und lässt sich deshalb nicht abschließend bewerten.
Aspektverhältnisse:
Die resultierende Verteilung der Aspektverhältnisse Q weicht stark von der im Ur-
sprungsmodell (Kapitel 4.3) angenommenen ab. Die dort getätigte Annahme, dass
enge Poren größere Aspektverhältnisse aufweisen als weite, musste hier revidiert wer-
den, um die SIP und petrophysikalischen Parameter anzupassen (Abbildung 5.13).
In diesem Fall streuen die Werte für BE für enge und weite Poren in einem Bereich
von ca. 0.001– 3000, wobei für weite Poren näherungsweise Q ≈ 1 und für enge Poren
Q < 1 folgt. Mit diesen Werten lässt sich, analog zur MICP Interpretation (Kapitel
5.2.1), die enge Pore als ein vernachlässigbar kurzer Porenhals beschreiben und die
weite Pore als der ausgedehnte Porenbauch. Für OK verschieben sich die mittleren
Werte nach oben, was zu längeren Porenbäuchen und ausgedehnteren Porenhälsen
führt.
Die Diskrepanz zu den µ-CT Daten (Abbildung 4.10) lässt sich durch die unter-
schiedliche Interpretation der Porenbäuche und -hälse erklären. Bei der µ-CT wird
der Porenraum durch einen Wasserscheiden-Algorithmus in Segmente unterteilt, die
dann durch verschiedene geometrische Objekte (üblicherweise Quader) angenähert
werden können, woraus die Aspektverhältnisse berechnet werden (Abbildung 5.17).
Die so ermittelten Aspektverhältnisse lassen sich auf zwei Arten interpretieren: Es
wird nicht zwischen Porenhals und Porenbauch differenziert, woraus sich die in Ab-
bildung 4.10 gezeigten Daten ergeben. Kleine Radien lassen sich dann, wie im ur-
sprünglichen Modell, den Porenhälsen und große den Porenbäuchen zuordnen. Die
andere Möglichkeit ist die Interpretation der µ-CT Daten als Poren, deren Porenhälse
zu kurz und zu eng sind, um aufgelöst zu werden und die an den Schnittpunkten
der Segmente liegen (z.B. in Abbildung 5.17, rechts im Koordinatenursprung). In
diesem Fall können die aus dem erweiterten Netzwerkmodell resultierenden Aspekt-
verhältnisse der Porenhälse Qmin sowie die extremen Porenbauch/-hals Verhältnisse
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fK (Tabelle 5.4) erklärt werden.
Abbildung 5.17: Unterteilung des Porenraums in Segmente und die Bestimmung der
Aspektverhältnisse durch einen umliegenden Quader. Abbildung nach Halisch et al.
(2016).
Spezifischer Widerstand:
Der Vergleich der Simulationen BE2_B und OK2_B mit BE3_B und OK3_B, wel-
che mit denselben Parametern, jedoch für größere Netzwerke (n ≈ 30000 Knoten),
berechnet wurden, zeigt gleiche Werte von ϕmax, τc, Φ und Spor sowie vergleichbare
Werte für Q und fK. Im Gegensatz dazu fällt der spezifische Widerstand ρDC für bei-
de Sandsteine um eine Größenordnung zu klein aus. Diese scheinbare Abhängigkeit
des spezifischen Widerstandes von der Netzwerkgröße wird ausführlich in Kapitel
5.4 diskutiert.
5.4. Spezifischer Widerstand
Der in dieser Arbeit zum Vergleich mit realen Messdaten berechnete spezifische
Netzwerkwiderstand berechnet sich aus der numerischen Lösung eines Netzwerkes,
welches aus einzelnen Porenkombinationen besteht, für die der spezifische Wider-
stand nach (3.58) berechnet wurde. Diese Art der Berechnung führt, aufgrund von
nicht definierter globaler Netzwerkgeometrie, zu einer Abhängigkeit des spezifischen
Widerstandes von der Kantenlänge des Netzwerkes (Kapitel 5.3.2). Für die Berech-
nung der Phasenverschiebung (ϕmax und τc) zeigt sich hingegen keine Abhängigkeit.
Das Netzwerkmodell lässt sich deshalb als ein statistisches Impedanzmodell klassifi-
zieren. Die physikalisch korrekte Berechnung des spezifischen Widerstandes erfordert
hingegen ein Modell, welches einer realen Netzwerkgeometrie unterliegt.
Im Vorfeld der Entwicklung eines geometrischen Modells zur Berechnung des spezifi-
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schen Widerstandes, wurde anstatt der Abhängigkeit des spezifischen Widerstandes
von der Netzwerkkantenlänge l, die äquivalente Abhängigkeit des Realteils der Im-
pedanz untersucht, welche in guter Näherung (ϕ 1) einem ohmschen Widerstand
R entspricht. Dazu wurden nicht-polarisierende und frequenzunabhängige Netzwer-
ke erstellt, deren Porenkombinationen den Widerstand R = 1 Ω haben, wodurch sie
einem elektrischen Widerstandsnetzwerk entsprechen, wie in Abbildung 5.18 darge-
stellt.
Abbildung 5.18: Exemplarische Schaltbilder von Widerstandsnetzwerken. Oben: l =
2 sowie D = 2 (links) und D = 3 (rechts). Unten: l = 3 sowie D = 2 (links) und
D = 3 (rechts). Alle Widerstände mit Rf = 1 Ω. Bilder erstellt mit LTspice®.
Zur Vereinfachung wird zunächst ein ähnliches Schaltungsschema betrachtet, bei
dem die Querverbindungen und die Widerstände zu den Potentialknoten entfernt
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wurden und welches nur noch aus parallelen Seriellschaltungen aus Widerständen
Rf = 1 Ω besteht (Abbildung 5.19, rechts). Die Abhängigkeit des Gesamtwiderstan-
des R des Netzwerkes zeigt ein grundlegend unterschiedliches Verhalten für D = 2
und D = 3. Für D = 2 wächst die Anzahl der hintereinander geschalteten Wi-
derstände sowie die Anzahl der Parallelschaltungen mit l und es würde hier genau
der Mittelwert der Einzelwiderstände als der Gesamtwiderstand R = 1 Ω erwartet
werden. Für D = 3 wächst bei der Vergleichsschaltung die Anzahl der Reihenschal-
tungen mit l, die Anzahl der Parallelschaltungen jedoch mit l2, wodurch sich eine 1/l
Abhängigkeit von R ergibt und für ein unendlich großes Netzwerk folgt R→ 0 Ω.
Abbildung 5.19: Links: Schaltbild eines Netzwerkmodells aus Widerständen Rf =
1 Ω mit l = 5 und D = 2. Rechts: Vereinfachtes Vergleichsschaltbild, mit fehlen-
den Querverbindungen und fehlenden Widerständen zu den Potentialknoten. Bilder
erstellt mit LTspice®.
Im Vergleich zum vereinfachten Bild (Abbildung 5.19, rechts) weist das Netzwerkmo-
dell Querverbindungen und Verbindungen zu den Potentialknoten auf (Abbildung
5.19, links). Eine Auswertung des Verlaufes von R über l zeigt, dass für D = 2
der mittlere Wert R = 1 Ω erst bei einem unendlich großen Netzwerk erreicht wird
(Abbildung 5.20, links). Für D = 3 konvergiert R nicht gegen Null, sondern zu dem
Wert R = 0.017 Ω (Abbildung 5.20, rechts), da die Widerstände, die das Netzwerk
mit den Potentialknoten verbinden, für D = 3 einen nicht verschwindenden Anteil
am Gesamtwiderstand darstellen. In beiden Fällen lässt sich der Verlauf optimal
(RMS = 0.999) durch ein Potenzgesetz der Form
Rfit(l) = alb + c (5.16)
anpassen, mit a = 1, b = −1 und c = 1 für D = 2 sowie a = 1.794, b = −1.297 und
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c = 0.017 für D = 3. Hierbei ist zu beachten, dass in diesem Kapitel c für den Ko-
effizienten steht und nicht mehr wie bisher für den Netzwerkparameter aus L = (cr)d.
Abbildung 5.20: Widerstand R eines Netzwerkes mit D = 2 (links) und D = 3
rechts über der Netzwerkkantenlänge l. Berechnete Werte (Punkt) und angepasste
Potenzfunktionen Rfit(l) = alb + c (Linie).
Anhand des Verlaufs der Kurven aus Abbildung 5.20 lässt sich ein subjektiv hin-
reichend großes l bestimmen, welches einen Kompromiss zwischen der Steigung der
Kurve und der Rechenzeit darstellt. Bei dem in den Simulationsrechnungen dieser
Arbeit verwendeten Wert l = 8 ist ein hinreichender Grad der Konvergenz erreicht,
ab dem die Steigung der Funktion einen Phasenübergang vollzieht.
5.4.1. Geometrisches Modell des spezifischen Widerstandes
Die Berechnung eines spezifischen Widerstandes des Netzwerkes ist nur für D = 3
sinnvoll und erfordert die Annahme einer Geometrie innerhalb des Netzwerkes. Das
bisher betrachtete statistische Modell geht von äquidistant verteilten Knotenpunk-
ten aus, zwischen denen sich Porenkombinationen unterschiedlicher Länge und Ma-
trixzylinderfläche befinden (Abbildung 5.21, links). In dieser Formulierung ist der
Abstand der Knotenpunkte nicht definiert, wobei die Marshall-Madden-Impedanz
gerade für eine unendliche periodische Anordnung der Porenkombinationen definiert
ist. Für die Berechnung des spezifischen Widerstandes ist jedoch die Kenntnis über
die Fläche und Länge des Netzwerkmodells notwendig. Anders formuliert soll der
spezifische Widerstand des Netzwerkes berechnet werden, indem die Fläche und der
Abstand der um das Netzwerk angeordneten Potential-Platten definiert wird. Zu
diesem Zweck wurden zwischen den Knotenpunkten zylindrische Einheitszellen ein-
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geführt, deren Fläche A˜ und Länge L˜ gleich der Maße der größten im Netzwerk
vorkommenden Porenkombinationen sind:
A˜ = max(Af ) (5.17)
und
L˜ = max(Lf ), (5.18)
mit Lf = Lf1+Lf2 und A = max(Af1, Af2). Bei der Berechnung der f -ten Einzelim-
pedanz nach (3.56) wird diese auf die Impedanz Z˜f (ω) der Einheitszelle skaliert. Die
Skalierung erfolgt ähnlich einer Parallelschaltung von Seriellimpedanzen aus Zf (ω)
(Abbildung 5.21, rechts), wobei hier jedoch keine Ganzzahligkeit vorausgesetzt wird:
Z˜f (ω) = Zf (ω)F˜f , (5.19)
mit
F˜f =
L˜Af
A˜Lf
(5.20)
dem Skalierungsfaktor. Aus allen skalierten Impedanzen Z˜f (ω) wird, wie in Kapitel
4.1 beschrieben, die Netzwerkimpedanz Znet(ω) berechnet. Die Einheitszellen unter-
teilen das Netzwerk in Netzwerkzellen mit der Kantenlänge L˜ + 2
√
A˜
pi
(Abbildung
5.21, rechts, blaue Zelle) und es folgt für die Kantenlänge Lnet des Netzwerkes:
Lnet =
L˜+ 2
√
A˜
pi
 (l − 1). (5.21)
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Abbildung 5.21: Schematische Darstellung des Netzwerkmodells. Links: Statistisches
Modell. Jede Verbindung zwischen zwei Knoten stellt eine berechnete 2-Zylinder-
Impedanz dar (rot), mit dem anhand vom umgebenden Matrixzylinder (weiß) be-
rechneten spezifischen Widerstand. Rechts: Geometrisches Modell. Jede Verbindung
zwischen zwei Knoten besteht aus einer Einheitszelle, deren Maße der größten Poren-
kombination entsprechen. Alle anderen Porenkombinationen werden auf die Größe
der Einheitszelle skaliert. Blau: Netzwerkzelle mit Kantenlänge L˜+ 2
√
A˜
pi
.
Die Berechnung des spezifischen Widerstandes ρnet(ω) und der Porosität Φ des Netz-
werkes erfolgt über die Netzwerkmaße durch
ρnet(ω) = Znet(ω)Lnet (5.22)
und
Φ =
∑m
f=1
(
F˜fVf
)
L3net
, (5.23)
mit F˜ dem Skalierungsfaktor aus (5.20).
Durch die Definition der Netzwerkzellen und durch die Verwendung von Lnet zur
Berechnung der Netzwerkkantenlänge berücksichtigt das Modell bei der Berechnung
des spezifischen Widerstandes (5.22) auch das sich zwischen den Einheitszellen be-
findende Mineralmatrixvolumina (Abbildung 5.21, Zwischenräume), wodurch das
Modell als ein geometrisches Modell klassifiziert werden kann.
Das weiter oben für D = 3 untersuchte Verhalten des Gesamtwiderstandes R eines
Netzwerkmodells aus gleichen Widerständen Rf = 1 lässt sich auf die Gleichstro-
mimpedanz ZDC des Netzwerkes übertragen:
ZDC,fit(l) = alb + c, (5.24)
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wobei mit l → ∞ folgen muss ZDC → c, mit einem von den Einzelimpedanzen Z˜f
bestimmten Koeffizienten c. Mit (5.24) und mit (5.21) lässt sich der Verlauf des
spezifischen Gleichstromwiderstandes ρDC durch eine Näherungsfunktion
ρDC,fit(l) = adlb+1 + cdl − d (5.25)
anpassen, mit d = L˜ +
√
A˜S
pi
. Die Anpassungsfunktion (5.25) lässt sich alternativ
durch eine Potenzfunktion der Form
ρDC,fit(l) = aˆlbˆ + cˆ (5.26)
ersetzen.
5.4.2. Simulationsrechnungen
Beispiel-Simulationsrechnungen für D = 3 und den Bereich l = 2, . . . , 31 für die
Netzwerke BE3 (Netzwerk anhand fraktaler Dimension) und BE3_B (Netzwerk an-
hand von dominanten Porenradien) bestätigen den zu erwarteten, dem Potenzgesetz
(5.26) folgenden Verlauf für ρDC (Abbildung 5.22 und 5.23, oben). Durch die Kon-
struktion des Netzwerkes anhand der fraktalen Dimension, wobei sich die Poren in
den kleineren Radien sammeln, konvergiert ρDC bei BE3 schneller als bei BE3_B,
welches anhand von dominanten Porenradien konstruiert wurde, wobei die Poren aus
Porenradien und -längen bestehen, die jeweils aus einer logarithmischen Normalver-
teilung ausgewählt werden. Die Größen ϕmax, τc und Spor zeigen keine funktionelle
Abhängigkeit von l, sondern nur ihr Streumaß, welches für BE3 schneller abnimmt
als für BE3_B. Φ zeigt für beide Fälle eine deutliche funktionelle Abhängigkeit von
l, welche sich jedoch nicht durch eine Potenz- oder Exponentialfunktion anpassen
lässt. Ein subjektiv hinreichend konstanter Wert ist in beiden Fällen für l > 10
erreicht, wobei BE3_B generell ein höheres Streumaß aufweist als BE3.
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Abbildung 5.22: Makroskopische Parameter des Netzwerkes BE3 (Tabelle 4.3) über
der Netzwerkkantenlänge l, berechnet mit dem geometrischen Modell. Spezifischer
Widerstand ρDC und Porosität Φ berechnet nach (5.22) und (5.23). Anpassung von
ρDC durch Funktion (5.26), mit den Koeffizienten aˆ = −1.832 · 106, bˆ = −1.864 und
cˆ = 2.013 · 106.
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Abbildung 5.23: Makroskopische Parameter des Netzwerkes BE3_B (Tabelle 5.4)
über der Netzwerkkantenlänge l, berechnet mit dem geometrischen Modell. Spezifi-
scher Widerstand ρDC und Porosität Φ berechnet nach (5.22) und (5.23). Anpassung
von ρDC durch Funktion (5.26), mit den Koeffizienten aˆ = 1.488 · 108, bˆ = −1.426
und cˆ = 5.11 · 107.
5.4.3. Diskussion der Simulationsergebnisse
Spezifische innere Oberfläche:
Die Skalierung (5.19) der Einzelimpedanzen auf die Einheitszellen lässt sich gleich-
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setzen mit der Erhöhung der Anzahl der Porenkombinationen pro Verbindung zwi-
schen den Knoten (Abbildung 5.21, rechts). Das führt zu einer Erhöhung des prozen-
tualen Volumenanteils der kleinen Radien im Vergleich zu großen und die spezifische
innere Oberfläche Spor wird vergrößert. Unter der Berücksichtigung der Skalierung
ergibt sich für beide Fälle eine größere spezifische innere Oberfläche Spor ≈ 3.33
1/µm (BE3, Abbildung 5.22, rechts unten) und Spor ≈ 0.4 1/µm (BE3_B, Abbil-
dung 5.23, rechts unten) im Vergleich zur ursprünglich berechneten: Spor = 2.37
1/µm für BE3, nach der Neuformulierung von Spor in Kapitel 5.1 und Spor ≈ 0.16
1/µm für BE3_B (Tabelle 5.4).
Durch die Skalierung ändert sich auch die effektive Porenradienverteilung innerhalb
des Netzwerkes. Der Effekt wird umso größer, je größer der Unterschied zwischen
den kleinsten und den größten Radien ist. Das zeigt sich auch in der relativ kleinen
Änderung von Spor bei BE3 (Clusterung der Radien), im Vergleich zu der Änderung
bei BE3_B (konstruiert anhand von dominanten Porenradien).
Spezifischer Widerstand und Porosität:
Im Gegensatz zum statischen berücksichtigt das geometrische Modell bei der Berech-
nung des spezifischen Widerstandes (5.22) und der Porosität (5.23) die sich zwischen
den Einheitszellen befindenden Mineralmatrixvolumina (Abbildung 5.21, Zwischen-
räume). Dies führt zu sehr hohen spezifischen Widerständen ρDC ≈ 2e6 Ω m (BE3)
und ρDC ≈ 5e7 Ω m (BE3_B) und sehr niedrigen Porositäten Φ ≈ 0.4 % (BE3) und
Φ ≈ 0.015 % (BE3_B). Zur Vergrößerung von Φ und Verkleinerung von ρDC muss
das Volumen innerhalb des Netzwerkes größtmöglich mit Einheitszellen ausgefüllt
werden. Das Volumen VNZ einer Netzwerkzelle beträgt
VNZ = (L˜+ 2r˜)3, (5.27)
mit L˜ und r˜ aus (5.18) und (5.21). Das in einer Netzwerkzelle eingeschlossene ku-
mulierte Volumen der Einheitszellen beträgt
VEZ = 3L˜A˜, (5.28)
mit A˜ aus (5.17). Mit (5.27) und (5.28) folgt die maximal mögliche Porosität Φ =
VEZ/VNZ = 35 % bei einem Aspektverhältnis der Einheitszellen QEZ = L˜/2r˜ = 0.5
(Abbildung 5.24). Die maximal mögliche Porosität kann nur erreicht werden, wenn
die Einheitszellen maximal ausgefüllt sind (r1 = r2 = r˜). Für Aspektverhältnisse
QEZ > 100, wie sie bei der Anpassung von τc oft gefordert werden, ist die Porosität,
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berechnet nach dem geometrischen Modell, verschwindend gering.
Abbildung 5.24: Porosität Φ des
Netzwerkes, über dem Aspektver-
hältnis QEZ der Einheitszellen.
Alternatives geometrisches Modell des spezifischen Widerstandes:
Aufgrund der sich ergebenden sehr hohen spezifischen Widerstände und sehr niedri-
gen Porositäten (Abbildung 5.22 und 5.23) ist das beschriebene geometrische Modell
des spezifischen Widerstandes nicht in der Lage die gemessenen Daten zu erklären.
Eine alternative Beschreibung des spezifischen Widerstandes, ohne die Berücksich-
tigung des sich zwischen den Einheitszellen befindenden Volumens (siehe Abbildung
5.21, graue Zwischenräume) könnte hier Abhilfe schaffen und wird im Folgenden
skizziert.
Die bei der Berechnung des spezifischen Widerstandes verwendete Gesamtlänge Lnet
und die verwendete Gesamtfläche Anet ergibt sich nur aus der den Längen und Flä-
chen der sich zwischen den Potential-Platten befindenden, parallel zum Stromfluss
angeordneten Einheitszellen:
Lnet = L˜(l − 1) (5.29)
und
Anet = l2A˜. (5.30)
Für die Berechnung des spezifischen Widerstandes ρnet folgt
ρnet(ω) = Znet(ω)
Anet
Lnet
. (5.31)
Eine beispielhafte Berechnung des SIP-Spektrums des Netzwerkes BE3_B (Tabel-
le 5.4) mit dem neu formulierten spezifischen Widerstand (5.31) ist in Abbildung
5.25 gegeben. Der spezifische Widerstand ist im Gegensatz zum ursprünglich vor-
geschlagenen geometrischen Modell (5.22) hier deutlich geringer und befindet sich
in der Größenordnung des gemessenen Wertes (≈ 130Ω m). Eine genauere Anpas-
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sung ist vermutlich durch Variation der Netzwerkparameter von BE3_B möglich.
Die Phasenverschiebung hat sich, wie es zu erwarten ist, nicht zu der ursprünglichen
(Abbildung 5.14) geändert. Durch die gleiche Skalierung (5.19) der Impedanzen auf
Einheitszellen hat sich Spor ebenfalls nicht verändert.
Abbildung 5.25: SIP-Spektrum des Netzwerkes BE3_B (Tabelle 5.4), mit berechne-
tem spezifischen Widerstand nach 5.31. Absoluter spezifischer widerstand |ρ| (links)
und absolute Phasenverschiebung |ϕ| (rechts).
Diese Formulierung der Berechnung des spezifischen Widerstandes berücksichtigt
nicht die quer zum Stromfluss angeordneten Porenkombinationen, was eine geo-
metrische Anordnung der Einheitszellen wie in Abbildung 5.21 unplausibel macht.
Die Querverbindungsporen müssen in diesem Fall eine undefinierte Lage innerhalb
des simulierten Materials aufweisen und können zum Beispiel als sich durchschlän-
gelnde Porenkanäle aufgefasst werden. Durch die nicht definierte Lage der Quer-
verbindungsporen kann dieser Alternativvorschlag der Berechnung des spezifischen
Widerstandes als ein quasi-geometrisches Modell klassifiziert werden.
Auch führt die Nichtberücksichtigung der Querverbindungsporen zu Problemen bei
der Berechnung der Porosität, die als Verhältnis des Porenvolumens zum Gesamt-
volumen Vnet definiert ist:
Φ =
∑m
f=1
(
F˜fVf
)
Vnet
, (5.32)
mit
Vnet = LnetAnet. (5.33)
Da Vnet die Querverbindungsporen nicht berücksichtigt,
∑m
f=1
(
F˜fVf
)
jedoch über
alle Poren gerechnet wird, sind für die Porosität Fälle mit Φ > 1 möglich. Für das
Beispielnetzwerk aus Abbildung 5.25 ergibt sich die Porosität, berechnet nach 5.32,
zu Φ = 3.06. Die Berechnung einer Porosität, ohne das Volumen der Querverbin-
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dungsporen erscheint jedoch im Hinblick auf die gemessenen Porenvolumenvertei-
lungen, die für die Konstruktion des Netzwerkes verwendet wurden, unplausibel.
Fazit:
Die ursprünglich vorgeschlagene Berechnung des spezifischen Widerstandes schon in-
nerhalb der einzelnen Porenkombinationen führt zu guter Übereinstimmung der pe-
trophysikalischen und geoelektrischen Parametern (siehe Abbildung 5.14). Die hier
vorgeschlagene und physikalisch sinnvollere Berechnung des spezifischen Widerstan-
des über die Netzwerkmaße führt zu unrealistisch hohen spezifischen Widerständen
und niedrigen Porositäten. Ein Alternativvorschlag, nach dem der spezifische Wider-
stand ohne die Berücksichtigung der Querverbindungsporen berechnet wird, führt
zu realistischen Ergebnissen (Abbildung 5.25), ist jedoch im Hinblick auf die Be-
rechnung der Porosität nicht trivial und bedarf weiterer Untersuchung.
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In dieser Arbeit wurde ein neues Netzwerkmodell entwickelt, welches auf einem
Membranpolarisationsmodell nach Marshall and Madden (1959) basiert und in der
Lage ist, die SIP Antwort von porösen Medien, bei gleichzeitiger Einhaltung von
petrophysikalischen Parametern (Porosität und spezifische innere Oberfläche) zu
simulieren. Es basiert auf einem Netzwerk aus frequenzabhängigen Impedanzen,
die anhand des 2-Zylinder-Modells, einer Weiterentwicklung des Marshall-Madden-
Modells, für unterschiedliche Porenradien- und -längenkombinationen berechnet wer-
den.
Im Vorfeld der Erweiterung des 2-Zylinder-Modells zu Netzwerken wurde dieses
in mehreren Punkten überarbeitet. So wurde zum einem die Verallgemeinerung auf
mehrwertige und asymmetrische Elektrolyte vorgenommen, indem sowohl das 2-
Zylinder-Modell als auch das dem zugrunde liegende Marshall-Madden-Modell an
signifikanten Stellen modifiziert wurden. Zum anderen wurde eine konzentrations-
abhängige Ionenmobilität nach der Theorie von Chandra et al. (1999) eingearbeitet,
um den erhöhten Ionenkonzentrationen an der Mineraloberfläche Rechnung zu tra-
gen. Die Entwicklung eines Netzwerkmodells und die spätere Vergleichbarkeit mit
realen Messungen erforderte es weiterhin, das 2-Zylinder-Modell in den richtigen
Einheiten der Impedanz oder des spezifischen Widerstandes berechnen zu können.
Hierzu wurde ein weiterer Zylinder hinzugefügt, der die ursprünglich fehlende Mine-
ralmatrix beschreibt. Um das spätere Verhalten des Netzwerkmodells besser verste-
hen zu können, wurde eine Sensitivitätsanalyse am 2-Zylinder-Modell durchgeführt,
welche im Wesentlichen das erwartete Verhalten der Parameter in den unterschied-
lichen τc-Regimen bestätigen konnte. Die Vermutung von möglichen Äquivalenzen
der betrachteten Input-Parametern, wie beispielhaft von Ionenmobilitäten und -
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konzentrationen, konnte durch einen Vergleich der Sensitivitätskoeffizienten erster
Ordnung untereinander widerlegt werden.
Das Netzwerkmodell ist in der Lage, große Netzwerke von mehreren Tausend Kno-
tenpunkten zu simulieren. Der resultierende große Parameterraum der geometri-
schen Parametern wurde auf eine untersuchbare Größe von 8 Netzwerkparametern
reduziert. Durch die Justierung einiger der Netzwerkparameter können die petrophy-
sikalischen Eigenschaften, wie die Porosität, die spezifische innere Oberfläche und
die fraktale Dimension, welche aus MICP Messungen abgeleitet wird, eines realen
Sandsteines abgebildet werden. Eine manuelle Variation der restlichen Netzwerkpa-
rameter erlaubt eine Anpassung der simulierten an die gemessenen SIP Spektren.
Die Simulation der in dieser Arbeit verwendeten zwei Sandsteine ergab eine gute
qualitative Reproduktion der SIP Antwort, bei gleichzeitiger Einhaltung der pe-
trophysikalischen Parametern. Hierbei wurde das Aspektverhältnis zwischen Poren-
durchmesser und -radius als konstant angenommen. Eine Verwendung von gemesse-
nen µ-CT Daten, und der damit verbundenen radienabhängigen Aspektverhältnis-
sen, erwies sich als schwierig. Es konnte entweder die maximale Phasenverschiebung
oder die Relaxationszeit, aber nicht beides gleichzeitig angepasst werden.
Auf Grundlage der Simulationsergebnisse wurde im nächsten Schritt das Netzwerk-
modell erweitert. Hierzu wurden die MICP Daten neu interpretiert. Im ersten Ansatz
wurde die Ableitung einer fraktalen Dimension aus den Messdaten verworfen und
stattdessen die gesamten Messdaten verwendet, welches zu keinen signifikanten Ver-
änderung zum Ursprungsmodell führte. Im zweiten Ansatz wurden dominante Po-
renradien, wie sie oft in der Literatur verwendet werden, aus den MICP Messungen
abgeleitet und anhand derer die Porenverteilung festgelegt. Mit den so konstruierten
Netzwerken konnten, unter Anpassung des Partitions-Koeffizienten, die SIP Spek-
tren quantitativ angepasst werden. Weiterhin wurde eine alternative Berechnung des
spezifischen Widerstandes des Netzwerkes vorgestellt, welche das Netzwerkmodell in
ein vollständig geometrisches Modell überführt.
Die Simulationen der realen Sandsteine zeigten, dass weitere Untersuchungen und
Erweiterungen des Netzwerkmodells notwendig sind. So führt die alternative Be-
rechnung des spezifischen Widerstandes zu extrem niedrigen Porositäten und hohen
spezifischen Widerständen, welches in den großen Abständen zwischen den Poren-
kombinationen begründet liegt. Eine zu den orthogonalen verbundenen Knotenpunk-
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ten alternative Netzwerkarchitektur oder ein alternatives geometrisches Modell des
spezifischen Widerstandes, könnte hier zu einer signifikanten Verkleinerung der Zwi-
schenräume, bei gleichzeitiger Beibehaltung der SIP Antwort und der spezifischen
inneren Oberfläche führen.
Aus den drei vorgestellten Methoden zur Berechnung der Porenverteilung führt die
anhand von dominanten Porenradien zu den besten Ergebnissen, im Sinne der ge-
meinsamen Anpassung von petrophysikalischen und geoelektrischen Parametern.
Jedoch zeigt der Vergleich von berechneten pseudo-MICP Daten mit den gemesse-
nen ein fehlendes Porenvolumen der kleineren Porenradien, welches zu einer nied-
rigen spezifischen inneren Oberfläche führt und als das Volumen der blinden, nicht
am Polarisationseffekt beteiligten, Poren interpretiert werden kann. Eine weitere
Möglichkeit, dieses fehlende Volumen zu kompensieren ist die Kombination der Po-
renverteilung anhand von fraktaler Dimension und dominanten Porenradien. Ein
solches Modell könnte die Vorteile beider Methoden vereinen und die gemessenen
MICP Daten ideal beschreiben.
Ein großer limitierender Faktor bei den Simulationsrechnungen ist die Plausibili-
tät der gemessenen und aus Messungen abgeleiteten geometrischen Parameter, wie
z.B. der spezifischen inneren Oberfläche, der Porenradienverteilung und der Aspekt-
verhältnisse. Die Messungen sind technisch bedingt in ihrer Auflösung begrenzt.
Für plausiblere Aussagen der mit dem Netzwerkmodell durchführbaren Simulatio-
nen sind genauere Messungen der Porenstruktur im Nanometerbereich, bis hin zum
physikalischen Minimum von 1 Å notwendig. Die in den Simulationsrechnungen ge-
tätigten Annahmen über die Verhältnisse der Porenhälse und -radien könnten mit
neueren Ansätzen der Vermessung des Porenraumes durch Kernspinresonanz unter-
sucht werden.
Das dem Netzwerkmodell zugrunde liegende 2-Zylinder-Modell kann an diversen
Punkten überarbeitet werden. So kann die bei der Sensitivitätsanalyse aufgedeckte
Asymmetrie der Ionenwertigkeiten- und mobilitäten bezüglich der Relaxationszeit
behoben werden, indem das originale Marshall-Madden-Modell an den betreffenden
Stellen erweitert wird. Die Genauigkeit der Berechnung der konzentrationsabhän-
gigen Ionenmobilitäten kann erhöht werden, indem eine numerische Berechnung,
anstatt der geschlossenen Form verwendet wird.
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A. Anhang
A.1. Herleitung der umformulierten 2-Zylinder-Impedanz
In Kapitel 3.2.1 wird unter der Verwendung von
c0 = c0pzp (A.1)
Bücker and Hördt (2013b) folgend, die folgende Umformung vorgenommen.
Die Marshall-Madden-Impedanz (2.16) ist gegeben als
Zˆ(ω) = L1
µp1c0F
[
tp1 +
B
A
tp2 +
(S2 − S1)2
X1(ω)S1
(tp2)2tp1 tanhX1(ω) +
A
B
X2(ω)S2
(tp1)2tp2 tanhX2(ω)
]
, (A.2)
mit
Xi(ω) =
√
jω
2Dpitni
Li
2 (A.3)
A = L1
L2
(A.4)
B = Dp1
Dp2
(A.5)
Si =
tni
tpi
, (A.6)
Die in (A.2) vorkommenden Terme A,B, Si werden durch ihre vollen Ausdrücke
ersetzt und die Zeitkonstanten
τi =
L2i
8Dpitni
(A.7)
aus (3.6) in (A.3) eingesetzt:
Xi(ω) =
√
jωτi. (A.8)
Mit der Beziehung 1/ tanh x = coth x und mit (A.1) folgt
Zˆ(ω) = L1
µp1Fc0pzp
[
tp1 +
Dp1L2
Dp2L1
tp2
+ (tn2tp1 − tn1tp2)
2
tn1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + Dp2L1Dp1L2 tn2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
]
.
(A.9)
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Durch Faktorisieren von Dp1/L1 erhält man
Zˆ(ω) = Dp1
µp1Fc0pzp
[
L1
Dp1
tp1 +
L2
Dp2
tp2
+ (tn2tp1 − tn1tp2)
2
Dp1
L1
tn1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + Dp2L2 tn2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
]
.
(A.10)
Das Einsetzen der allgemeinen Form des Diffusionskoeffizienten (3.23)
Dki =
µkikBT
zke
(A.11)
vor [ ] und Transportzahlen (3.24)
tki =
zkµkic0k
zpµpic0p + znµnic0n
(A.12)
in den ersten beiden Termen in [ ], sowie (A.7) in den dritten Term, führt nach
anschließender Umformung zu
Zˆ(ω) =kBT
eF
[
L1
Dp1Gp +Dn1Gn
+ L2
Dp2Gp +Dn2Gn
+ 1
Gp
· 8(tn2tp1 − tn1tp2)
2
L1
τ1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + L2τ2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
]
,
(A.13)
mit der Abkürzung
Gk = c0kz2k. (A.14)
Bei niedrigen Frequenzen ω  1 werden die Terme √jωτi und coth(
√
jωτi) zu
1 und (A.13) lässt sich umformulieren zu
Zˆ(ω) = ZˆDC
[
1− η0
(
1−
L1
τ1
+ L2
τ2
L1
τ1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + L2τ2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
)]
, (A.15)
mit dem Gleichstrom-Grenzfall
ZˆDC(ω → 0) = kBT
eF
[
L1
Dp1Gp +Dn1Gn
+ L2
Dp2Gp +Dn2Gn
+ m0
Gp
]
, (A.16)
und der Polarisierbarkeit
η0 =
kBT
eF
m0
Gp
1
ZˆDC
, (A.17)
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mit m0 aus (3.10):
m0 =
8(tn2tp1 − tn1tp2)2
L1
τ1
+ L2
τ2
(A.18)
Damit ist (3.31) gezeigt.
A.2. Herleitung der Normierung der Marshall-Madden-Impedanz
In Kapitel 3.2.3 wird der Normierungsfaktor 1
A1
hergeleitet, der verwendet wird,
um die 2-Zylinder-Impedanz (3.7) auf die Einheit Ω zu bringen. Dazu wird die
Normierungsbeziehung
µki = µ0k
r2i
r21
(A.19)
in den Gleichstrom-Grenzfall (3.32) der 2-Zylinder-Impedanz
ZˆDC(ω → 0) = kBT
eF
[
L1
Dp1Gp +Dn1Gn
+ L2
Dp2Gp +Dn2Gn
+ m0
Gp
]
, (A.20)
mit
m0 =
8(tn2tp1 − tn1tp2)2
L1
τ1
+ L2
τ2
(A.21)
und
Gk = c0kz2k, (A.22)
wie folgt eingesetzt.
Mit (A.19) werden die allgemeinen Formen der Diffusionskoeffizienten (3.23) und
Transportzahlen (3.24) zu
Dki =
µ0kkBT
zke
(
r2i
r21
)
(A.23)
und
tki =
zkµ0kc0k
zpµ0pc0p + znµ0nc0n
= tk. (A.24)
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Mit (A.24) folgt sofort m0 = 0. Das Einsetzen von (A.23) in (A.20) und Umformen
führt zu
ZˆDC =
kBT
eF
[
L1
µ0pkBT
zpe
(
r21
r21
)
Gp + µ0nkBTzne
(
r21
r21
)
Gn
+ L2
µ0pkBT
zpe
(
r22
r21
)
Gp + µ0nkBTzne
(
r22
r21
)
Gn
]
= r
2
1
F
[
L1
µ0p
zp
r21Gp + µ0nzn r
2
1Gn
+ L2µ0p
zp
r22Gp + µ0nzn r
2
2Gn
]
= r
2
1
F
[
L1
r21
(
µ0p
zp
Gp + µ0nzn Gn
) + L2
r22
(
µ0p
zp
Gp + µ0nzn Gn
)]
= r
2
1
F
(
µ0p
zp
Gp + µ0nzn Gn
)[L1
r21
+ L2
r22
]
.
(A.25)
Einsetzen von Gk führt zu
ZˆDC =
r21
F (c0pzpµ0p + c0nznµ0n)
[
L1
r21
+ L2
r22
]
. (A.26)
Und mit Ai = pir2i folgt:
ZˆDC =
A1
F (c0pzpµ0p + c0nznµ0n)
[
L1
A1
+ L2
A2
]
. (A.27)
Damit ist (3.55) gezeigt.
A.3. Das erweiterte 2-Zylinder-Modell
Nachfolgend ist das Grundmodell zusammengefasst, welches im Kapitel 4 verwendet
wird (Abbildung A.1), um Netzwerke zu erstellen.
Abbildung A.1: Das 2-Zylinder-Modell, beste-
hend aus zwei Poren unterschiedlicher Radien
r1,r2 und Längen L1,L2, sowie einem umgeben-
den, nichtleitenden Mineralmatrix-Zylinder mit
Radius rs und Länge L = L1 + L2. Elektrische
Doppelschicht auf der Innenoberfläche der Poren
(blau). Abbildung nach Stebner et al. (2017).
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Ausgangspunkt ist das 2-Zylinder-Modell von Bücker and Hördt (2013a), welches auf
dem Originalmodell von Marshall and Madden (1959) basiert, in der Formulierung
von Bücker and Hördt (2013b), Gleichung (3.7). Das 2-Zylinder-Modell wurde in
dieser Arbeit um einige Möglichkeiten erweitert. Als Grundmodell, der in Kapitel 4
erstellten Netzwerke, wird die Impedanz
Z(ω) = Zˆ(ω)
A1
, (A.28)
oder der effektive spezifische Widerstand
ρeff(ω) = Z(ω) · AS
L
, (A.29)
verwendet, mit A1 = pir21 der Querschnittfläche des Porenbauches und AS = pir2S der
Querschnittfläche des umhüllenden Mineralmatrix-Zylinders. Zˆ(ω) ist die, auf mehr-
wertige und asymmetrische Elektrolyte erweiterte, 2-Zylinder-Impedanz (Gleichung
3.31)
Zˆ(ω) = ZˆDC
[
1− η0
(
1−
L1
τ1
+ L2
τ2
L1
τ1
√
jωτ1 coth
√
jωτ1 + L2τ2
√
jωτ2 coth
√
jωτ2
)]
, (A.30)
mit der Relaxationszeit
τi =
L2i
8Dpitni
(A.31)
und mit dem Gleichstrom-Grenzfall
ZˆDC(ω → 0) = kBT
eF
[
L1
Dp1Gp +Dn1Gn
+ L2
Dp2Gp +Dn2Gn
+ m0
Gp
]
, (A.32)
der Polarisierbarkeit
η0 =
kBT
eF
m0
Gp
1
ZˆDC
, (A.33)
sowie den Abkürzungen
m0 =
8(tn2tp1 − tn1tp2)2
L1
τ1
+ L2
τ2
(A.34)
und
Gk = c0kz2k. (A.35)
Die Konzentrationen c0k der Ionen im freien Elektrolyt werden aus der Anfangskon-
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zentration c0 (3.25) des undissoziierten Moleküls berechnet zu
c0p = c0 · zn/min(zp, zn)
c0n = c0 · zp/min(zp, zn).
(A.36)
Hierbei werden die allgemeinen Formen der Diffusionskoeffizienten (3.23) und Trans-
portzahlen (3.24)
Dki =
µkikBT
zke
(A.37)
und
tki =
zkµkic0k
zpµpic0p + znµnic0n
(A.38)
verwendet. µki wird nach (3.49) berechnet zu
µki = b˜ki, (A.39)
mit der Sternschichtkorrektur
b˜pi =
b¯pi − µ¯pifQ(r2i /r21)
1− fQ , b˜ni = b¯ni (für negativ geladene Oberflächen)
b˜ni =
b¯ni − µ¯nifQ(r2i /r21)
1− fQ , b˜pi = b¯pi (für positiv geladene Oberflächen),
(A.40)
mit
µ¯ki =
2
r2i
∫ ri
0
µ0k(cki(r))rdr (A.41)
und der Mittelung über dem Porenquerschnitt, mit anschließender Normierung auf
r21:
b¯ki =
2
c0kr21
∫ ri
0
µ0k(cki(r))cki(r)rdr. (A.42)
Hierbei berechnen sich die konzentrationsabhängigen Ionenmobilitäten µ0k(ck) nach
(3.47) zu
µ0k(ck) =
Λk(ck)
eNA
. (A.43)
und die radienabhängigen Konzentrationen cki(r) nach (3.37) zu
cpi(r) = c0p exp
(
−eϕi(r)
kBT
)
cni(r) = c0n exp
(
+eϕi(r)
kBT
), (A.44)
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mit dem Potential (3.4) der diffusen Schicht
ϕi(r) = ζ
J0(jκr)
J0(jκri)
, (A.45)
und 1/κ = λD der inversen Debyelänge
λD =
√
0rkBT
2NAe2Ic
, (A.46)
mit der Ionenstärke Ic = 0.5(c0pz2p + c0nz2n).
Die konzentrationsabhängige molare Leitfähigkeit Λk berechnet sich nach der selbst-
konsistenten Gleichung (3.45) zu
Λk(ck) = Λ0k −
(√
2piNA(zke)2F
3piη(kBT )
1
2
+
√
2piNA(zke)3
3(kBT )
3
2
wCh,kΛ0k
)√
ck, (A.47)
mit,  = 4pir0 und
wCh,k =
1
2pi
(
1−
(
1
2
∑
j
Λk
(Λk + Λj)
)2)
. (A.48)
Optional kann die Konzentrationsabhängigkeit der Ionenmobilität weggelassen wer-
den. Dann wird statt (A.47)
Λk(ck) = Λ0k (A.49)
verwendet und die Ionenmobilität geht über zu
µ0k(cki) = µ0k =
Λ0k
eNA
= konst. (A.50)
Für einwertige Elektrolyte und Silikat-Mineraloberflächen kann das Zeta-Potential
ζ und der Partitions-Koeffizient fD nach Bielefeld (2014) in Abhängigkeit von der
Konzentration cˆ0 = c0/1000 berechnet werden zu (3.11 und 3.16):
ζ(cˆ0, pH, T ) = (0.017·(T−273.15)+0.57)·M(cˆ0)2 (tanh(b(cˆ0)·pH+d(cˆ0))−1) (A.51)
mit der Temperaturabhängigkeit nach Revil et al. (1999) und den konzentrations-
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abhängigen Koeffizienten
M(cˆ0) = −0.00650646 · cˆ−0.737038−0.0459415·ln(cˆ0)0 (A.52)
b(cˆ0) = −0.51982 + 0.040603 · ln(cˆ0) + 0.0043671 · ln(cˆ0)2 (A.53)
d(cˆ0) = 3.21781− 0.182384 · ln(cˆ0)− 0.0236443 · ln(cˆ0)2, (A.54)
mit cˆ0 = c0/1000 (in mol/L).
Für den Partitions-Koeffizienten fQ gilt:
fQ(cˆ0, pH) = a(cˆ0) · arcsinh(b(cˆ0) · pH + c(cˆ0)) + d(cˆ0) (A.55)
mit den konzentrationsabhängigen Koeffizienten
a(cˆ0) = −0.0002− 0.0156 · ln(cˆ0) + 0.01 · ln(cˆ0)2 + 0.0014 · ln(cˆ0)3 (A.56)
b(cˆ0) = 0.735 · cˆ−0.130 (A.57)
c(cˆ0) = −3.89− 0.868 · cˆ−0.3330 (A.58)
d(cˆ0) = −0.009 + 0.635 · asec(1.19 + 8.74 · cˆ0). (A.59)
Der Parameterraum des Grundmodells ist in Tabelle A.1 zusammengefasst.
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Tabelle A.1: Zusammenfassung der geometrischen (oben) und elektrolytischen (mit-
tig) Parameter des Grundmodells. Mit i für Porenbauch (i = 1) und Porenhals
(i = 2) und mit k für Kationen (k = p) und Anionen (k = n). Optionale Para-
meter (unten). Mit ** markierte Parameter können optional unter der Verwendung
von pH (A.51 und A.55) berechnet werden. Dynamische Viskosität η*** wird nicht
benötigt, wenn konzentrationsunabhängige Ionenmobilität verwendet wird (A.50).
Radius des umgebenden Matrixzylinders wird nicht benötigt, wenn Z(ω) anstatt ρeff
berechnet wird (A.28).
.
Symbol Einheit Beschreibung
Li m Länge der Pore
ri m Radius der Pore
rS m Radius des umgebenden Matrixzylinders*
Λ0k Sm2/mol Molare Grenzleitfähigkeit im freien Elektrolyt
zk - Ionenwertigkeit
c0 mol/m3 Ionenkonzentration des undissoziierten Moleküls
im freien Elektrolyt
T K Temperatur des Fluids
r - Relative Permittivität des Fluids
ζ V Zeta-Potential**
fQ - Partitions-Koeffizient**
pH - pH-Wert
η Ns/m2 dynamische Viskosität des Fluids***
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A.4. Herleitung der Matrixgleichung des Netzwerkes
In Kapitel 4 wurde für ein Netzwerk mit l = 3 und D = 2 (n = 9) das Gleichungs-
system (4.5) in der Matrixschreibweise (4.4) aufgestellt.
Ausgehend von dem Kirchhoff’schen Gesetz (4.3) wird ein Gleichungssystem, be-
stehend aus 9 Gleichungen, mit σgh = σhg formuliert:
∑
h
σ1h(ω)
(
Vˆ1 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ2h(ω)
(
Vˆ2 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ3h(ω)
(
Vˆ3 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ4h(ω)
(
Vˆ4 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ5h(ω)
(
Vˆ5 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ6h(ω)
(
Vˆ6 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ7h(ω)
(
Vˆ7 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ8h(ω)
(
Vˆ8 − Vˆh
)
= 0
∑
h
σ9h(ω)
(
Vˆ9 − Vˆh
)
= 0.
(A.60)
Im zweiten Schritt werden die Summenformeln ausgeschrieben:
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σ1a(V1 − Va) + σ12(V1 − V2) + σ14(V1 − V4) = 0
σ2b(V2 − Vb) + σ23(V2 − V3) + σ25(V2 − V5) + σ21(V2 − V1) = 0
σ3c(V3 − Vc) + σ36(V3 − V6) + σ32(V3 − V2) = 0
σ41(V4 − V1) + σ45(V4 − V5) + σ47(V4 − V7) = 0
σ52(V5 − V2) + σ56(V5 − V6) + σ58(V5 − V8) + σ54(V5 − V4) = 0
σ63(V6 − V3) + σ69(V6 − V9) + σ65(V6 − V5) = 0
σ74(V7 − V4) + σ78(V7 − V8) + σ7d(V7 − Vd) = 0
σ85(V8 − V5) + σ89(V8 − V9) + σ8e(V8 − Ve) + σ87(V8 − V7) = 0
σ96(V9 − V6) + σ9f(V9 − Vf) + σ98(V9 − V8) = 0
(A.61)
Im dritten Schritt werden alle Klammern ausmultipliziert:
σ1aV1 − σ1aVa + σ12V1 − σ12V2 + σ14V1 − σ14V4 = 0
σ2bV2 − σ2bVb + σ23V2 − σ23V3 + σ25V2 − σ25V5 + σ21V2 − σ21V1 = 0
σ3cV3 − σ3cVc + σ36V3 − σ36V6 + σ32V3 − σ32V2 = 0
σ41V4 − σ41V1 + σ45V4 − σ45V5 + σ47V4 − σ47V7 = 0
σ52V5 − σ52V2 + σ56V5 − σ56V6 + σ58V5 − σ58V8 + σ54V5 − σ54V4 = 0
σ63V6 − σ63V3 + σ69V6 − σ69V9 + σ65V6 − σ65V5 = 0
σ74V7 − σ74V4 + σ78V7 − σ78V8 + σ7dV7 − σ7dVd = 0
σ85V8 − σ85V5 + σ89V8 − σ89V9 + σ8eV8 − σ8eVe + σ87V8 − σ87V7 = 0
σ96V9 − σ96V6 + σ9fV9 − σ9fVf + σ98V9 − σ98V8 = 0
(A.62)
Im vierten Schritt werden alle Potentiale faktorisiert und die Terme mit den Poten-
tialen der Randknoten auf die rechte Seite der Gleichung gebracht:
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(σ1a + σ12 + σ14)V1 + (−σ12)V2 + (−σ14)V4 = σ1aVa
(−σ21)V1 + (σ2b + σ23 + σ25 + σ21)V2 + (−σ23)V3 + (−σ25)V5 = σ2bVb
(−σ32)V2 + (σ3c + σ36 + σ32)V3 + (−σ36)V6 = σ3cVc
(−σ41)V1 + (σ41 + σ45 + σ47)V4 + (−σ45)V5 + (−σ47)V7 = 0
(−σ52)V2 + (−σ54)V4 + (σ52 + σ56 + σ58 + σ54)V5 + (−σ56)V6 + (−σ58)V8 = 0
(−σ63)V3 + (−σ65)V5 + (σ63 + σ69 + σ65)V6 + (−σ69)V9 = 0
(−σ74)V4 + (σ74 + σ78 + σ7d)V7 + (−σ78)V8 = σ7dVd
(−σ85)V5 + (−σ87)V7 + (σ85 + σ89 + σ8e + σ87)V8 + (−σ89)V9 = σ8eVe
(−σ96)V6 + (−σ98)V8 + (σ96 + σ9f + σ98)V9 = σ9fVf.
(A.63)
In der Matrixschreibweise folgt (4.5):
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            σ 1a
+
σ
12
+
σ
14
−σ
12
0
−σ
14
0
0
0
0
0
−σ
21
σ
2b
+
σ
23
+
σ
25
+
σ
21
−σ
23
0
−σ
25
0
0
0
0
0
−σ
32
σ
3c
+
σ
36
+
σ
32
0
0
−σ
36
0
0
0
−σ
41
0
0
σ
41
+
σ
45
+
σ
47
−σ
45
0
−σ
47
0
0
0
−σ
52
0
−σ
54
σ
52
+
σ
56
+
σ
58
+
σ
54
−σ
56
0
−σ
58
0
0
0
−σ
63
0
−σ
65
σ
63
+
σ
69
+
σ
65
0
0
−σ
69
0
0
0
−σ
74
0
0
σ
74
+
σ
78
+
σ
7d
−σ
78
0
0
0
0
0
−σ
85
0
−σ
87
σ
85
+
σ
89
+
σ
8e
+
σ
87
−σ
89
0
0
0
0
0
−σ
96
0
−σ
98
σ
96
+
σ
9f
+
σ
98
            
︸
︷︷
︸
D
·            V 1 V 2 V 3 V 4 V 5 V 6 V 7 V 8 V 9
             ︸︷︷
︸
Vˆ
=
            σ 1a
V
a
σ
2b
V
b
σ
3c
V
c
0 0 0
σ
7d
V
d
σ
8e
V
e
σ
9f
V
f
            
︸︷
︷︸ B
. (A.64)
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